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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

INTRODUCCION

Esta obra es una historiografia que inici6 en 2009 buscando
identificar una ontogénesis del calculo infinitesimal desde su dos
grandes ramas: el Célculo Diferencial y el Célculo Integral. En dicho
barrido histérico se observaron rupturas epistemoldgicas que
[levaron a la construccion de nuevos paradigmas, nuevos conceptos
gue en algunas ocasiones permitieron responder las preguntas de la
época, y en otros la generacion de nuevas ramas de las matematicas.
Situacion que influyd en la forma como se hacian las matematicas.
La busqueda de rigor en los procesos que se creaban resulté en una
estructura compleja, compuesta por diversas ramificaciones que
dieron origen a lo que hoy conocemos como las Matematicas
Modernas. Durante la historiografia, permitanme la analogia, se
encontraron muchos tipos de caminos, algunos lisos, pavimentados
por los que fue facil recorrer distancias y observar procesos de
construccion tedrica. Hubo otros &ridos, desérticos y de dificil
transito, en los que fue necesario acudir a fuentes secundarias de
historia de la matematica para tratar de allanar esos tortuosos
senderos. Hubo momentos en los que se hallé respuesta, en otros se
profundizo el abismo al punto que, en esas ocasiones, los caminos
eran inhospitos, ciegos y con el animo de poder avanzar fue
necesario acudir a fuentes primarias de informacién para poder
comprender las situaciones y entender la generacion de nuevos
conceptos, de nuevas formas de hacer matematicas. Entre esas
fuentes primarias fue necesario conocer los trabajos de Descartes,
Euler, Gauss, Fourier, Cantor, Lebesgue, Hilbert, Banach, Newman,
Dieudonné, por nombrar algunos, con el objeto de clarificar la
construccién y evolucion de conceptos que derivaron en nuevas
ramas de las matemaéticas, entre ellas: anélisis matematico, analisis
complejo, anélisis funcional, topologia, topologia algebraica y el
mas reciente, el analisis no estandar.
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Debido a la poca literatura existente en Educacion
Matematica dedicada a la educacidon superior, que trate temas
propios del Pensamiento Matematico Avanzado, motivé adelantar
esta investigacion, desde una compilacion de temas relacionados con
la epistemologia de calculo infinitesimal con el objeto de ofrecer
estrategias didactico-metodoldgicas a los que desean aprender y a
los que ensefian esta rama de las matematicas desde la educacion
secundaria y particularmente la formalizan en la educacion superior.
La complejidad al ensefarlas y las dificultades identificadas y
reportadas en la escasa literatura existente al momento de
aprenderlas, motiva el interés en desarrollar este tipo de trabajo que
hoy se pone a su consideracion, con el &nimo que tanto los que
aprenden como los que ensefian, conozcan que la ontologia del
calculo tiene intrinseca una complejidad epistémica en sus conceptos
y estructuras matematicas, situaciones que hacen complejo
ensefarlas y aprenderlas, factores que muchas veces se desconocen
por diversas razones. El fracaso escolar que reportan las estadisticas
de varios paises, particularmente latinoamericanos, en los
estudiantes que terminan su educacion secundaria y en los que
inician la educacion superior, unido a la alta tasa de desercién escolar
universitaria, son debidos a fracasos en el aprendizaje del célculo
(diferencial e integral). La repitencia o el abandono de la universidad
por estos factores mencionados al momento de estudiar estos
calculos no es gratis, ni por descuido de los estudiantes o de los
procesos de ensefianza, que regularmente estdn centrados en el
paradigma formal-mecanicista, que desconoce la existencia de una
complejidad epistémica en las matematicas mismas, que hace
necesario el conocimiento y desglose de conceptos, procesos y
tematicas que se pretenden seguir para que los estudiantes
comprendan, aprendan y desarrollen competencias matematicas que
apliguen en su quehacer profesional.
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

A lo largo de la obra se describe, en algunos apartados al
detalle, cbmo cada sociedad participante en la construccion de las
diversas ramas que conforman el cuerpo de las matematicas
modernas, fue contrastando conceptos, procesos y formas de actuar
matematicamente, buscando cada vez mayor rigor y precision en
cada definicion, en cada concepto, de cada tema que requeria
rastrearse, la forma en que se enfrentaron las numerables preguntas
que debian responderse desde constructos matematicos a situaciones
de la vida cotidiana. Aqui es claro que las matematicas han sido y
siguen siendo usadas porque ofrecen respuesta a situaciones propias
de la cotidianeidad, la fisica, la economia y el diario vivir de la
humanidad, por su doble condicién: porque son una ciencia y a la
vez son una herramienta Util para entender la naturaleza.

El interés por desarrollar en los estudiantes universitarios
competencias en lo que se ha denominado STEM, por su sigla en
inglés (Science, Technology, Engineer, Mathematics), fue otra razon
gue motivo iniciar este estudio de temas propios de célculo
diferencial e integral. Situacion que ocasiond dar inicio a esta
historiografia, que cubre aproximadamente desde el siglo V antes de
nuestra era con el trabajo de los griegos, hasta los avances
alcanzados en el siglo XX. Se rastre0 y se muestra la forma cémo
cada generacion abord6 las diferentes situaciones problema que se
presentaban y como cada hombre, y cada sociedad fueron marcando
hitos en la construccion de las complejas Matemaéticas Modernas. Se
encontraron diversas demostraciones, la mayoria fueron adaptadas a
terminologia de las Matematicas Modernas, con el objeto que sean
comprensibles, formateo que se elabor6 sin descuidar la vigilancia
epistemoldgica del saber que se desea trasmitir. Se resaltan las
formas, los constructos tedricos y las encrucijadas a las que muchos
de sus autores se enfrenaron ante las mordaces criticas de sus
contemporaneos, y la forma como la sociedad matematica las
supero.
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Durante el barrido historico se observo que primero fue el
calculo integral, su génesis se remonta a la antigua Grecia, y solo
hasta la edad media se crea el calculo diferencial a cargo de Newton
y Leibniz, cuya construccion fue el producto del aporte de
innumerables matematicos anteriores a estos dos hombres, de ellos
se acentla, en este trabajo, la habilidad de comprender y articular
todas esas obras anteriores para llegar a la construccion de calculo
infinitesimal. La historia de las mateméticas muestra a Newton como
el pioneroy a Leibniz como un coautor de dicha construccién. Llamé
la atencidn que contrario a la forma como se ensefian actualmente el
calculo infinitesimal, en la educacion superior, se inicia con el
calculo diferencial, pasando luego por el calculo integral y en
algunos casos terminando con un curso de analisis matematico, tal
vez siguiendo el modelo francés aplicado a inicios del siglo XX
donde trataron de ofrecer a los estudiantes textos de matematicas
superiores, que fueran comprensibles y didacticos que permitieran a
las futuras generaciones de profesionales comprender los conceptos
que se ensefian. Hoy, un siglo después se observa el fracaso de dicho
modelo, que inconscientemente, quedd centrado en el paradigma
formal-mecanicista donde se estudian axiomas, se demuestran
teoremas, lemas y algunas veces proposiciones, desconociendo que,
en innumerables temas, la mayoria de los estudiantes quedan sin
comprenderlos, sin poderlos aplicar... en pocas palabras, sin
desarrollar competencias STEM.

La historiografia mostr6 matematicos europeos posteriores a
la edad media, que notaron la falta de precision y rigor en ese “nuevo
analisis”, usando la terminologia Newtoniana, y que posteriormente
se llamaria el céalculo infinitesimal. Muestra que dedicaron sus vidas
a buscar el rigor, la precision en las matematicas, lo que ellos
desconocieron fue que esa busqueda tendria como resultado, nuevas
ramas de las matematicas. La complejidad de tales construcciones
derivo en un cuerpo sélido, bien formado que hoy conocemos como
las Matematicas Modernas. En esta presentacion se comparten
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

topicos desarrollados en la antigiedad, en la edad media,
posteriormente en los siglos XVIII, XIX y XX su evolucion, su
fundamentacion y como este rigor que fue alcanzado extensiones al
andlisis matematico, la variable compleja, el analisis complejo, el
analisis funcional, la geometria algebraica (que combina el algebra
abstracta, el &lgebra conmutativa), la topologia, la topologia
algebraica y analisis no estandar, entre tantas otras ramas que hoy
conforman las Mateméticas Modernas.

iOptima lectura!

Prof. Dr. Enrique Mateus-Nieves
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

INICIO DEL CALCULO

El capitulo inicia identificando qué era para el mundo antiguo
calcular. Se identifico que el calculo es una actividad natural y
primordial en el hombre que comenz6 cuando el ser humano empez6
a relacionar unas cosas con otro ordenando el pensamiento y el
discurso. Situacioén que gener6 el célculo l6gico natural como una
manera de razonamiento; fue el primer célculo elemental del ser
humano. EI célculo en sentido l6gico-matematico aparecié cuando
el ser humano tomé conciencia de esta capacidad de razonar y la
tratd de formalizar. En dicha formalizacion los griegos juegan un
papel destacado, comprendieron el calculo como un algoritmo
formalizado por las formas que utilizaron los gedmetras jonicos,
Eudoxo en particular, en el sentido de llegar por aproximacién de
restos cada vez méas pequefios, a una medida de figuras curvas; o
Diofanto, considerado el precursor del algebra. Escenario que los
llevo a identificar el célculo l6gico, entendido como un algoritmo
que permite cémoda y facilmente inferir o deducir un enunciado
verdadero a partir de otro u otros que se tienen como validamente
verdaderos. Entendieron el calculo como una forma de razonamiento
abstracto aplicado en todos los &mbitos del conocimiento; trabajo
plasmado por Aristoteles, identificandolo como el primero en
formalizar y simbolizar los tipos de razonamiento categéricos
(silogismos), trabajo completado posteriormente por los estoicos y
megaricos. El uso y aplicacion de estos silogismos a situaciones
cotidianas permitieron que se desarrollara el célculo aritmético,
entendido como una estructura formal que permitia abordar dichas
situaciones de manera clara y coherente. Ambiente que desencadend
en la creacion de la geometria plana, cuyo principal representante es
Euclides; como una manera de entender la geografia de la naturaleza.

La combinacion del célculo aritmético con la geometria
plana, como herramientas Utiles para abordar la naturaleza, permitio
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

enfrentar situaciones como las cuadraturas de la espiral y la parabola,
contextos que motivaron la creacion del método exhaustivo o por
agotamiento, origenes del célculo de infinitésimos. Entorno que
desencadeno en la necesidad de mirar un nuevo ente matematico que
permitiera enfrentar situaciones cotidianas mas complejas que estas
herramientas no permitian abordar de manera optima. Es asi que el
trabajo con el célculo aritmético motivo la necesidad de simbolizar
y crear estructuras bien formadas. La labor de busqueda continud y
solo hasta el siglo 1X de nuestra era, la evolucion condujo al célculo
algebraico. Aqui es necesario recordar los aportes del mundo arabe.
Se introduce en las matematicas la palabra algoritmol como
elemento del calculo aritmético y que hoy siguen siendo usados
universalmente. Dicho constructo fue fruto de un largo proceso
histérico, donde jugé un papel importante las aportaciones de
Muhammad ibn al-Juarismi en el siglo IX (MITCHELL, 1968, p.
23). Se introduce la palabra algoritmo en honor a este matematico
musulméan, que vivié en Bagdad, actual Irak. El trabajo con
algoritmos dio origen al calculo algebraico, entendido como una
estructura que permitié abordar y modelar situaciones de la
naturaleza. Posteriormente la mezcla entre el calculo algebraico con
geometria, retomo6 la mezcla griega entre calculo aritmético con
geometria, la completd y formalizd los inicios del célculo
infinitesimal que para esa época era abordado, al mirarlo desde la
Optica de las Matematicas Modernas, Unicamente con elementos
propios del calculo integral.

ORIGENES DEL CALCULO

La palabra célculo proviene del latin calculus, que significa
contar, proceso que en la antigiedad se hacia usando objetos
materiales. Desde que el hombre ve la necesidad de contar, comienza
la historia de las matematicas y en particular del célculo. Esta
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DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

necesidad hizo que evolucionara la creacién de sistemas de
numeracion, donde inicialmente, fueron utilizados objetos como:
dedos de la mano, piernas, o piedras que servian para materializar y
cuantificar. En otras palabras, servian para «contar», para cuantificar
la cardinalidad de un conjunto.

La necesidad hizo forzosa la implementacion de sistemas de
numeracion cada vez mas avanzados y que pudieran resolver la
mayoria de los problemas que se presentaban. Para ese momento de
la historia, la civilizacion egipcia, llevaba la pauta con el avance en
conocimientos matematicos. Newman (1994) menciona que, segun
varios papiros escritos en esa época, los egipcios inventaron el
primer sistema de numeracion, basado en la implementacion de
jeroglificos. El sistema de numeracidon egipcio, se basaba en sustituir
los nimeros clave (1, 10, 100...), con figuras (palos, lazos, dibujos
de personas...), los demas numeros eran escritos por la superposicion
de estas mismas figuras, pero en clave. Este sistema fue la pauta para
lo que hoy conocemos como «sistema romano». Civilizaciones
como la babildnica, crearon otros sistemas de numeracion al buscar
solucion al problema de contar objetos. Implementaron un método
que denominaron «sexagesimal» que tenia la particularidad de
escribir un mismo signo como la representacion de varios numeros
diferenciados por el enunciado del problema. Por otro lado,
civilizaciones como China e India, utilizaron un sistema decimal
jeroglifico, donde contemplaron e implementaron el nimero cero. El
aporte principal de China se bas6 en la creacion del «método del
elemento celeste», desarrollado por Chou Shi Hié, con el que era
posible la resolucién de raices enteras y racionales, e incluso
aproximaciones decimales para ecuaciones de la forma Pn(,) =

Ayyq t Azx3 + Aoy + A1xq + ap.

Para esta época, cada cultura habia adoptado su propio
sistema numeérico, algunas de ellas ain utilizadas, ej. el sistema de
numeracion romano. No todos los sistemas numericos mencionados
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eran funcionales. Sin embargo, el sistema numérico egipcio mostrd
avances que dieron como resultado la algebraizacion de dicho
sistema, situacion que resultd util para la resolucion a ecuaciones de
tipo x + ax = b. En conjuncion, la correcta implementacion de la
regla aritmética de calculo implementada por los hinddes aumento
el conocimiento matematico de la época generando la creacion de
los nimeros irracionales, aunque para la época no se conocian como
tal, si ayudaron con la resolucion de sistemas de ecuaciones de la
forma x? = 1 + y2. Con estos avances, en la antigua Mesopotamia
se introduce el concepto de nimero inverso, se ofrecen soluciones a
distintos problemas logaritmicos, e incluso, se oferta la solucién a
sistemas de ecuaciones de la forma x + px=¢q,y x?+ bx =c. El
avance alcanzado logré la creacion de algoritmos para calcular
sumas de progresiones. Se generaliza la geometria como una
herramienta matemaética atil, donde se establece el teorema de
Pitagoras como uno de sus principales elementos de trabajo, aunque
no como un teorema general ni en el sentido que los griegos lo
usaron.

En Grecia se hizo popular la creacion de escuelas, en donde
los grandes pensadores de la época daban resolucion a problemas
populares de geometria, lgebra, y trigonometria. Los aportes de esta
cultura a las matematicas fueron de enorme magnitud. Por ejemplo,
en geometria, se demostr6 el teorema de Pitagoras, hallaron el
método para conseguir la serie indefinida de ternas de numeros
pitagdricos que satisfacen la ecuacion a? + b? = c?. Incluso se
trabajo en la resolucién y demostracion de la triseccion de un angulo,
y la cuadratura de areas acotadas por una curva. Situaciones que
favorecieron el avance del nimero n y a la creacion del método de
exhauscion (predecesor del calculo de limites), creado por Eudoxo.
El avance logrado por los griegos, en algebra y geometria, condujo
la creacion de una nueva rama de las matematicas: el algebra
geométrica. Esta nueva rama incluia el método de anexion de areas,
el conjunto de proposiciones geomeétricas que interpretaban
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cantidades algebraicas, y la expresion de la arista de un poliedro
regular a través del didmetro de la circunferencia circunscrita. En
Grecia, no se hicieron esperar los problemas que implicaban la
construccion de limites, por lo que, en su época, Demdcrito entre
otros grandes pensadores intentaron ofrecer respuesta con la
unificacion de las matematicas y la teoria filosofica atomicistal.
Considerando de esta forma la primera concepcion del método del
limite.

El interés generalizado por las matematicas griegas, hicieron
que la historia considere a Grecia como la cuna de las matematicas;
no en vano el periodo comprendido entre los afios 300 a. C y 200 a.
C, fue considerado como la edad de oro de las matematicas. Pasada
esta época, Grecia deja de ser el centro evolutivo de las matematicas
por la multiplicidad de conflictos sociales y politicos que la alejan
de esta ciencia. Ante dicha ausencia, es el imperio arabe quien toma
las riendas de los avances matematicos, dandole expansion, no sélo
territorial sino intelectual. Los registros historicos muestran que el
desarrollo de las matematicas en los pueblos arabes comenz6 a partir
del siglo VIII. El imperio musulman fue el primero en traducir todos
los textos griegos al arabe. Por lo que se crean escuelas que traducen
libros como el Brahmagupta, donde se explica de forma detallada el
sistema de numeracion hindu, sistema que luego fue conocido como
«el de Al-Khowarizmi», que por deformaciones linguisticas termind
como «algoritmo»? (CORMEN et al., 2009).

Los avances obtenidos para la época, alcanzan a enmarcar el
concepto de limite, la introduccion de los numeros racionales e
irracionales, especialmente los reales positivos, y desarrollo en
trigonometria con la creacion de tablas trigonométricas de alta

* El atomismo: sistema filos6fico que surgio en Grecia durante el siglo V a. C. y en la India entre los afios 200 a. C.-
100 a. C., segin el cual el universo esta constituido por combinaciones de pequefias particulas indivisibles
denominadas atomos, en griego significa que no se puede dividir (MUNOZ; REGUERA, 1991, p. 89).

2 Algoritmo: conjunto pre-escrito de instrucciones o reglas bien definidas, ordenadas y finitas que permite realizar
una actividad mediante pasos sucesivos que no generen dudas a quien deba realizar dicha actividad.
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exactitud. De esta forma, el uso mas comun del término célculo, era
el logico-matematico; donde el calculo consistia en un
procedimiento mecanico, o algoritmico, mediante el cual era posible
conocer las consecuencias que se derivan de unos datos previamente
conocidos debidamente formalizados y simbolizados. Bajo esta
oOptica, el célculo era un sistema de simbolos no interpretados, es
decir, sin significado alguno, en el que se establecen mediante reglas
estrictas, las relaciones sintacticas entre los simbolos para la
construccion de férmulas bien formadas, asi como las reglas que
permiten transformar dichas expresiones en otras equivalentes.
Entendiendo por equivalentes que ambas tienen siempre y de forma
necesaria el mismo valor de verdad. Dichas transformaciones son
solamente tautologias®.

De ello, es posible inferir que, un calculo consiste en:

e Un conjunto de elementos primitivos. Dichos
elementos se pueden establecer por enumeracién, o
definidos por una propiedad tal que permita discernir
sin duda alguna cuando un elemento pertenece o no
pertenece al sistema;

e Un conjunto de reglas de formacion de
“expresiones bien formadas” que permitan en todo
momento establecer, sin forma de duda, cuando una
expresién pertenece al sistema y cuando no;

e Un conjunto de reglas de transformacion de
expresiones, mediante las cuales partiendo de una
expresion bien formada del calculo podremos obtener
una nueva expresion equivalente y bien formada que
también pertenece al calculo.

3 Tautologia: formula bien formada de un sistema de I6gica proposicional que resulta verdadera para cualquier
interpretacion; es decir, para cualquier asignacion de valores de verdad que se haga a sus formulas atémicas. Cormen,
etal., (2009).
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Cuando en un célculo asi definido se establecen expresiones
determinadas como verdades primitivas o0 axiomas, se dice que es un
sistema formal axiomatico. De ahi que, si un célculo asi definido,
cumple al mismo tiempo las tres condiciones enumeradas a
continuacidn, se puede decir que se trata de un Célculo Perfecto:

El célculo légico

Es consistente: no es posible que, dada una expresion
bien formada del sistema, f, y su negacion, —f, sean
ambos teoremas del sistema. No puede haber
contradiccion entre las expresiones del sistema;

Decidible: dada cualquier expresion bien formada del
sistema es posible encontrar un método que permita
decidir mediante una serie finita de operaciones, si
dicha expresion es 0 no es un teorema del sistema;

Completo: dada cualquier expresion bien formada
del sistema, se puede establecer la demostracion
matematica o prueba de que es un teorema del
sistema. Hoy dia, vemos que la misma légica-
matematica ha demostrado que tal sistema de calculo
perfecto “no es posible” (para los interesados, véase
el Teorema de Godel).

Entendemos aqui por calculo légico, un algoritmo que
permite cémoda y féacilmente inferir o deducir un enunciado
verdadero a partir de otro u otros que se tienen como validamente
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verdaderos. La inferencia* o deduccion® es una operacion logica que
consiste en obtener un enunciado® como conclusion a partir de
otro(s) (premisa(s) mediante la aplicacion de reglas de inferencia’.
Decimos que alguien infiere, o deduce, “T” de “R” si acepta que, si
“R” tiene valor de verdad V, entonces, necesariamente, “T” tiene
valor de verdad V. La légica, como ciencia formal, se ocupa de
analizar y sistematizar dichas leyes, fundamentarlas y convertirlas
en reglas que permiten la transformacion de unos enunciados —
premisas - en otros — conclusiones - con objeto de convertir las
operaciones en un algoritmo riguroso y eficaz, que garantiza que,
dada la verdad de las premisas, la conclusion es necesariamente
verdadera. Al aplicar las reglas de este calculo légico a los
enunciados que forman un argumento mediante la simbolizacion
adecuada de formulas o expresiones bien formadas (EBF)
construimos un modelo o sistema deductivo.

Las siguientes reglas conforman una sistematizacion de un
calculo de deduccion natural:

. Una letra enunciativa (con o sin subindice) es una
EBF;

II. SiAesunaEBF, = Atambién lo es;

1. Si Aesuna EBFy B también, entonces A B; A B; A
B; A B, también lo son;

IV.  Ninguna expresion es una férmula del Célculo sino
en virtud de i, ii, iii.

4 Inferencia: deduccion de una cosa a partir de otra, conclusion (CORMEN et al., 2009).

5 Deduccion: método de razonamiento que parte de conceptos generales o principios universales para llegar a
conclusiones particulares. La deduccion presupone el pensamiento hipotético (CORMEN et al., 2009).

8 Enunciado: conjunto de palabras con las que se expone o plantea un problema matematico o de cualquier otro tipo
de razonamiento deductivo (CORMEN et al., 2009).

" En logica, regla de inferencia: esquema para construir inferencias validas. Estos esquemas establecen relaciones
sintacticas entre un conjunto de férmulas llamados premisas y una asercion llamada conclusiéon (CORMEN et al.,
2009).
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Notas:

e A, B, .. con mayusculas estadn utilizadas como
metalenguajes® en el que cada variable expresa
cualquier proposiciéon, atomica (p, q, I, S ...) O
molecular (p A q), (p\/q) ...

e A, B, ... son simbolos que significan variables;
® - A, V, —, <>, son simbolos constantes;

e Existen diversas formas de simbolizacion.

Todo célculo de deduccion natural debe cumplir al menos las
siguientes dos reglas para la formacion de formulas:

a) Regla de sustitucion (R.T.1). Dada una tesis EBF del calculo,
en la que aparecen variables de enunciados, el resultado de
sustituir una, algunas o todas esas variables por expresiones bien
formadas (EBF) del calculo, serd también una tesis EBF del
calculo. Y ello con una Unica restriccion, si bien muy
importante: cada variable ha de ser sustituida siempre que
aparece y siempre por el mismo sustituto.

Ejemplo:
1 Trasformacion
2 AvVr-B donde A=(pAq);yB=(tVs)
3 C—-B dondeC =AvVr

8 Metalenguaje: lenguaje natural o formal que se usa para explicar o hablar del lenguaje mismo o de una lengua: las
gramaticas formales son metalenguajes (RIBNIKOV, 1987, p. 20).
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O viceversa:

1 C-B Trasformacion
2 AvVvr-B donde Avr =C
3 [(pAQVr]—>tvVs donde (pAq) = A;y (tVs) =B

b) Regla de separacion (R.T.2). Si X es una tesis EBF del sistema
y lo es también X Y, entonces Y es una tesis EBF del Sistema.

Todo calculo l6gico debe contemplar unos esquemas de
inferencia®. Sobre la base de estas dos reglas, siempre podremos
reducir un argumento cualquiera a la forma: [AABA---AN]—Y,
constituye un esquema de inferencia en el que una vez conocida la
verdad de cada una de las premisas A, B ---N, Yy, por tanto, de su
producto, podemos obtener la conclusion Y con valor de verdad V,
siempre y cuando, dicho esquema de inferencia sea una ley logica,
es decir su tabla de verdad'! nos muestre que es una tautologia; en la
que por la regla de separacién, es posible concluir Y de forma
independiente como verdad. Dada la poca operatividad de las tablas
de verdad, el calculo se construye como una cadena deductiva
aplicando a las premisas o a los teoremas deducidos, las leyes légicas
utilizadas como reglas de transformacion; que lo exponen como un
calculo logico.

El calculo légico es util porque puede tener aplicaciones, en
las que el lenguaje natural debe convertirse en un modelo de ese
calculo logico. Pero, ¢en qué consisten o como se hacen tales

9 Una inferencia es una evaluacion que realiza la mente entre expresiones bien formadas de un lenguaje (EBF) que,
al ser relacionadas intelectualmente como abstraccion, permiten trazar una linea l6gica de condicién o implicacion
l6gica entre las diferentes EBF. De esta forma, partiendo de la verdad o falsedad posible (como hipétesis) o conocida
(como argumento) de alguna o algunas de ellas, puede deducirse la verdad o falsedad de alguna o algunas de las otras
EBF (MUNOZ; REGUERA, 1991, p. 96).
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aplicaciones? Se puede considerar que el lenguaje natural es un
modelo de C si podemos someterlo, es decir, aplicarle una
correspondencia en C. Para ello es necesario someter al lenguaje
natural a un proceso de formalizacién de tal manera que sea posible
reducir las expresiones linguisticas del lenguaje natural a estructuras
bien formadas de un célculo mediante reglas estrictas manteniendo
el sentido de verdad ldégica de dichas expresiones del lenguaje
natural. Las diversas formas en que se trata las expresiones
linguisticas formalizadas como proposiciones logicas dan lugar a
sistemas diversos de formalizacion y célculo donde es necesario
considerar:

e Célculo proposicional o célculo de enunciados:
Cuando se toma la oracién simple significativa del
lenguaje natural con posible valor de verdad o
falsedad como una proposicion atémica'®, como un

todo sin analizar;

e Calculo como ldgica de clases: Cuando se toma la
oracion simple significativa del lenguaje natural con
posible valor de verdad o falsedad, como resultado
del andlisis de la oracién; como una relacién de
individuos o posibles individuos que poseen 0 no una
propiedad comUn determinada; como pertenecientes
0 no a una clase natural o a un conjunto; como
individuos;

e Célculo de predicados o cuantificacional: Cuando
se toma la oracion simple significativa del lenguaje
natural con posible valor de verdad o falsedad como
resultado del andlisis de la misma de forma que una
posible funcion predicativa (P), se predica de unos
posibles sujetos variables (x) [tomados en toda su
posible extension: (todos los x); o referente a algunos

10 Proposicion que expresa que una cosa tiene una determinada propiedad o que unas cosas tienen una determinada
relacion.
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indeterminados: (algunos x)], o de una constante
individual existente (a);

e (Calculo como logica de relaciones: Cuando se toma
la oracién simple significativa con posible valor de
verdad propio, verdadero o falso, como resultado del
analisis de la oracion, como una relacion “R” que se
establece entre un sujeto y un predicado.

La simbolizacion y formacion de estructuras bien formadas
en cada uno de esos calculos, asi como las reglas de célculo es lo que
trata el calculo logico. Las dos acepciones del célculo (la general y
la restringida: Caélculo como razonamiento y calculo ldgico-
matematico respectivamente) estan intimamente ligadas. De ahi que,
el célculo es una actividad natural y primordial en el hombre, que
comienza en el mismo momento en que empieza a relacionar unas
cosas con otras en un pensamiento o discurso. El calculo logico
natural como razonamiento es el primer calculo elemental del ser
humano. El calculo en sentido I6gico-matematico aparece cuando se
toma conciencia de esta capacidad de razonar y trata de formalizarse,
donde es posible distinguir dos tipos de operaciones:

1) Operaciones orientadas hacia la consecucién de un
fin, como prever, programar, conjeturar, estimar,
precaver, prevenir, proyectar, configurar, entre otras,
que incluyen en cada caso, una serie complejas de
actividades y habilidades tanto de pensamiento como

de conducta. En conjunto, dichas actividades

adquieren la forma de argumento11 0 razones que

justifican una finalidad préctica o cognoscitiva;

1 La palabra argumento (del latin argumentum): prueba o razén para justificar algo como verdad o como accion
razonable; expresion oral o escrita de un razonamiento. La cualidad fundamental de un argumento es la consistencia
y coherencia; entendiendo por el hecho que el contenido de la expresion, discurso u obra adquiera sentido o
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2) Operaciones formales como algoritmo que se aplica
bien directamente a los datos conocidos o a los
esquemas simbolicos de la interpretacion légico-
matematica de dichos datos. Las posibles
conclusiones, inferencias o deducciones de dicho
algoritmo son el resultado de la aplicacion de reglas
estrictamente establecidas de antemano. Resultados
que pueden ser: conclusion de un proceso de
razonamiento, resultado aplicable directamente a los
datos iniciales (resolucién de problemas); modelo de
relaciones previamente establecidas como teoria
cientifica y significativa respecto a determinadas
realidades (Creacion de modelos cientificos); mero
juego formal simbdlico de fundamentacion, creacion
y aplicacion de las reglas que constituyen el sistema
formal del algoritmo (Calculo légico-matematico,
propiamente dicho).

Dada la importancia que histéricamente ha adquirido la
actividad ldgico-matemaética en la cultura humana, la palabra célculo
casi queda restringida a un solo tipo: al calculo matematico. Pues en
algunas instituciones y personas se llama “célculo” a una asignatura
especifica de calculo matematico, como puede ser el célculo
infinitesimal desde sus dos ramas: diferencial, e integral.

El célculo algebraico

Se ocupa de resolver ecuaciones, utiliza simbolos en vez de
nameros especificos y operaciones aritméticas para determinar como
usar dichos simbolos. Conforma lo que regularmente se conoce

significacion que se dirige al interlocutor con finalidades diferentes. Como esquema légico-formal: consistencia y
coherencia con un sistema que no admite contradiccién. Como funcién I6gico-matematica: consistencia y coherencia
con el hecho de “ser algo real” frente a una posibilidad logica que define un mundo o una situacion posible en un
determinado marco tedrico que justifica la funcion (JANSANA, 1990).
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como el &lgebra moderna, que usa el algebra clasica para centrar su
atencion en las estructuras matematicas. Se considera al algebra
moderna como un conjunto de objetos con reglas que los conectan o
relacionan entre si. De ahi que, algunos consideran al algebra como
el idioma de las matematicas. La historia muestra la génesis del
algebra en el antiguo Egipto y Babilonia, al resolver: ecuaciones
lineales (ax = b), cuadriticas (ax?+ bx =c), ecuaciones
indeterminadas (x2 + y? = z2) y con varias incognitas.

Heron'? y Diofanto®3, matematicos alejandrinos, continuaron
con la tradicion de Egipto y Babilonia. El libro Las aritméticas de
Diofanto presenta soluciones para ecuaciones indeterminadas. Este
método de resolucidn de ecuaciones encontrd acogida en el mundo
islamico, quienes lo llamarén “ciencia de reduccion y equilibrio”.

El Calculo Infinitesimal

El calculo infinitesimal (C. Inf) es sin duda, la herramienta
mas potente y eficaz para el estudio de la naturaleza. El C. Inf,
llamado por brevedad “célculo”, tiene su origen en la antigua
geometria griega. Democrito!* lo usé para calcular el volumen de
pirdmides y conos considerandolos formados por un numero infinito
de secciones de grosor infinitesimal (infinitamente pequefio). Solo
hasta la edad media con los trabajos de Newton y Leibniz se mostro
que el C. Inf tiene dos caras: el calculo diferencial y el célculo

2Her6n: ingeniero y matematico griego considerado uno de los cientificos e inventores mas grandes de la antigiiedad
(RESEARCH MACHINES plc., 2004).

13 Diofanto: matematico griego, considerado "el padre del algebra". (RESEARCH MACHINES plc., 2004, p. 625).

4 Democrito de Abdera. 460 al 370 a. C., filésofo griego presocratico y mateméatico. Desarroll6 la teoria atomica del
universo, concebida por su mentor el filésofo Leucipo. Esta teoria, no apoya sus postulados mediante experimentos,
sino que se explica mediante razonamientos légicos. La teoria atomista de Demdcrito y Leucipo se puede
esquematizar asi: Los 4tomos son eternos, indivisibles, homogéneos, incompresibles e invisibles. Los atomos se
diferencian solo en forma y tamafio, pero no por cualidades internas.
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integral, temas que se abordara al detalle posteriormente en este
manuscrito. En ambos célculos prima un oscuro interior donde,
como “demonios”, moran los infinitos grandes y pequefos.
Arquimedes® y Eudoxo'® en la Grecia antigua fueron quienes
utilizaron el “método de agotamiento” o exhaucion para encontrar el
area de un circulo con la exactitud finita requerida mediante el uso
de poligonos regulares inscritos cada vez con mayor numero de lados
(Figura 1).

Figura 1 - Diagrama de Arquimedes

A =1
AEB=gsen (E)
AT=tan G)

Donde k =3x 2™ 1

Fuente: Elaboracidn propia. Base de datos: Mateus-Nieves (2015, p. 07).

5 Arquimedes de Siracusa. Matematico, fisico, ingeniero y astrénomo griego. Usé el método exhaustivo para calcular
el area bajo el arco de una parabola con la sumatoria de una serie infinita, dio una aproximacién muy precisa del
numero . Defini6 la espiral que lleva su nombre, dio formulas para los volumenes de las superficies de revolucion
y un ingenioso sistema para expresar nimeros muy largos (RIBNIKOV, 1987, p. 32).

16 Eudoxo de Cnidos. Filésofo, astronomo, matematico y médico griego, discipulo de Platon. Fue el primero en
plantear un modelo planetario basado en una modelizacién matematica, por lo que se le considera el padre de la
astronomia matematica. Su trabajo sobre la teoria de la proporcion denota una amplia comprension de los nimeros y
permite el tratamiento de cantidades continuas, no Unicamente de nimeros enteros o nimeros racionales. Cuando esta
teoria fue rescatada por Tartaglia en el siglo XV]1, se convirtié en la base de cuantitativas obras de ciencia durante un
siglo, hasta que fue sustituida por los métodos algebraicos de Descartes. Eudoxo demostré que el volumen de una
piramide es la tercera parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el volumen de un cono es la tercera
parte del de un cilindro de su misma base y altura, teoremas ya intuidos por Demdcrito. Para demostrarlos elaboré el
llamado método de exhaucion, antecedente del calculo integral, usado para calcular areas y volimenes.
Posteriormente, este método fue utilizado por Arquimedes. El trabajo de ambos como precursores del calculo fue
Unicamente superado en sofisticacion y rigor matematico por Newton y Leibniz en la edad media.
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Pappus’ de Alejandria hizo contribuciones sobresalientes en
este ambito. Sin embargo, las dificultades para trabajar con
“niimeros irracionales” y las paradojas de Zenon'® impidieron
formular una teoria sistematica del calculo en el periodo antiguo.
Solo siglos més tarde, estas ideas fueron utilizadas por Isaac Newton
y Gottfried Leibniz, en los albores del surgimiento del calculo
moderno. Zendn alrededor de 450 a. C., planted una serie de
problemas basados en el infinito. Por ejemplo, argumentd que el
movimiento es imposible: Si un cuerpo se mueve de A a B entonces,
antes de llegar a B pasa por el punto medio B; entre AB. Ahora bien,
para llegar a B debe primero pasar por el punto medio B> entre AB;.
Continuando con este argumento se puede ver que A debe moverse
a través de un namero infinito de distancias y por lo tanto no puede
moverse.

Leucippo?®, Demdcrito y Antifon?® hicieron contribuciones
al método exhaustivo griego al que Eudoxo dio una base cientifica
alrededor de 370 a. C. El método se Illama exhaustivo ya que
considera las areas medidas como expandiéndolas de tal manera que

7 Papo, 0 Pappo de AJejandria, matematico griego. Escribié comentarios a los Elementos de Euclides y al Almagesto
de Ptolomeo (SAMSO, 1971, p. 385).

18 Zenon de Elea, filsofo griego conocido por sus paradojas o aporias, especialmente aquellas que niegan la existencia
del movimiento o la pluralidad del ser. Intenta probar que el ser tiene que ser homogéneo, Unico y, en consecuencia,
que el espacio no esta formado por elementos discontinuos, sino que el cosmos o universo entero es una Unica unidad.
Sus aporias estan disefiadas bajo los siguientes ejes argumentativos: 1) Contra la pluralidad como estructura de lo
real. 2) Contra la validez del espacio. 3) Contra la realidad del movimiento. 4) Contra la realidad del transcurrir del
tiempo. Aplicando este esquema se le ha considerado el primero en utilizar la demostracion llamada ad absurdum
(reduccion al absurdo), que toma por hipétesis lo contrario a lo que se considera cierto y muestra las incongruencias
que se derivan de una consideracion de esto como verdadero, obligando al interlocutor a rechazar las premisas y a
aceptar las tesis opuestas, que eran las que se querian demostrar en un principio. Los razonamientos de Zen6n
constituyen el testimonio més antiguo que se conserva del pensamiento infinitesimal desarrollado muchos siglos
después en la aplicacion del calculo infinitesimal de la mano de Leibniz y Newton en 1666 (BOYER, 2010).

9 Leucipo, filosofo griego siglo V a. C., se le atribuye la fundacion del atomismo. Discipulo de Parménides y de
Zendn de Elea. Entre sus obras esta la ordenacion del cosmos. Fue maestro de Demdcrito, a los dos se les atribuye la
fundaci6n del atomismo mecanicista, segln el cual la realidad esta formada tanto por particulas infinitas, indivisibles,
de formas variadas y siempre en movimiento, los &tomos (que no puede ser dividido), como por el vacio. En respuesta
a Parménides, afirma que existe tanto el ser como el no-ser: el primero esta representado por los 4&tomos y el segundo
por el vacio, «que existe no menos que el ser», siendo imprescindible para que exista movimiento.

2 Antifonte o Antifon, fjlésofu y matemaético griego. Hay cierta controversia sobre si este Antifonte del demo
ateniense de Ramnunte (Atica) es 0 no el mismo que Antifonte el sofista, que vivié en Atenas probablemente en las
Ultimas dos décadas del siglo V a. C. (REDONDO et al., 1991).
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cubran mas y mas del area requerida. Sin embargo, Arquimedes,
alrededor de 225 a. C. hizo uno de las contribuciones griegas méas
significativas, demostrar que el area de un segmento de parabola es

4 . -y . . . 2
3 del area del triangulo con las mismas base y vértice, y es igual a 3

del area del paralelogramo circunscrito. Arquimedes construyd una
secuencia infinita de triangulos empezando con uno de area A 'y
afiadiendo continuamente mas triangulos entre los existentes y la

pardbola para obtener areas A, A + é, A+24 i, A+2+ 444
i 4 i 4 16 4 16 64
Por tanto, el area del segmento de la parabola es,

Al+i+5+5+) =34

De esta forma, la escuela de Atenas abordé tres problemas
relacionados con la medida: la duplicacion del cubo, la triseccion de
un angulo y la cuadratura del circulo, todos ellos en un contexto
netamente intra matematico. Como ya se menciond anteriormente,
Eudoxo crea el método de exhauscidn, inscribiendo una sucesion de
poligonos en la figura no rectilinea que se quiere cuadrar, escoge la
sucesion de tal manera que las diferencias entre la medida de la
figura a cuadrar y la medida de cada poligono forman una sucesién
que satisface la hipétesis de la anterior proposicién. Euclides, usa el
método propuesto por Eudoxo, realiza medidas en las que compara
magnitudes conocidas con otras desconocidas, respetando el
principio de homogeneidad (unidimensional: compara un segmento
con otro tomado como unidad referencial. Bidimensional: encuentra
un cuadrado equivalente a una figura plana cualquiera.
Tridimensional: halla un cubo equivalente a un soélido cualquiera).
En las dos primeras proposiciones del libro XII, Euclides expone la
idea de descomposicidén-recomposicion de figuras planas rectilineas
para obtener su cuadratura. Arquimedes considera a Demacrito
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como el primero, que, siguiendo los planteamientos euclideos,
establecio correctamente la formula del volumen de un cono o de
una pirdmide “considerando estos solidos como si estuvieran
formados por innumerables capas paralelas” (NEWMAN 1994, p.
22) Figura 2.

Figura 2 - Método de las
capas propuesto por Demacrito

Fuente: Elaboracion propia. Basada en: Mateus-Nieves; Font (2021, p. 08).

Arquimedes conservando esta forma de razonamiento, usé
demostraciones estrictas para encontrar areas, volimenes, centros de
gravedad de curvas, superficies, circulos, esferas, conicas y
espirales. Enfocando la medicién de magnitudes por comparacion
perfecciona el método exhaustivo. Combin6 lo geométrico con las
leyes de la mecanica y del método exhaustivo, proceso que dio lugar
a los indivisibles e infinitesimales respectivamente. Posicioné el
método exhaustivo como una aproximacion entre figuras
geométricas de medida conocida, inscritas y circunscritas, que
acotan la figura que se quiere conocer, de manera que la diferencia
entre unas y otras sea tan pequefia que se consideren equivalentes.
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Proceso que permite inferir el origen de la integral en los trabajos de
Demacrito.

La cuadratura de la espiral

Al afinar la lupa en la historiografia realizada, se encuentra
que este tipo de trabajos en los antiguos griegos, desde procesos
netamente geométricos, usaron implicitamente «la integral» como
una operacion, que, por las limitaciones teoricas de la época, era
imposible determinar el tipo de resultado encontrado. Esto es, si
observamos en términos actuales, reflejaria el uso implicito de la
«integral indefinida», pero los resultados encontrados mostraban
una medida, un numero; que, visto en términos actuales, es el
equivalente a la aplicacion de una «integral definida», y, en
ocasiones, la de una «integral impropia». Por ejemplo, en el caso de
la cuadratura de la espiral de Arquimedes — curva que describe un
punto material que se mueve con velocidad uniforme a lo largo de
una semirrecta que gira con velocidad angular uniforme alrededor de
su extremo — descrita al detalle posteriormente, se parte de una
sucesion de infinitas capas que cubren dicha érea y, si bien el
resultado es un nimero (que se consideraba una medida), dicha
sucesion de capas, con la mirada actual, se puede entender como una
sucesion de funciones que convergen a otra funcién. Las particiones
planteadas por Riemann para el dominio de una funcion y que dieron
origen a su integral, generaron el siguiente avance en la evolucion
historica del calculo, al introducir las funciones discontinuas y
extender el proceso de integracion a este tipo de funciones, dieron
significativos resultados sobre los conceptos primarios de longitud,
area y volumen de conjuntos. O a las particiones planteadas por
Lebesgue para el rango de una funcion no Riemann integrable.
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Ahora bien, encontramos que la aplicacion de esta nocién
implicita de integral, hoy es conocida como integral indefinida, pero
los antiguos griegos la usaban para obtener una medida.
Procedimiento que, traducido a las notaciones actuales, es
practicamente el mismo de la integral de Riemann, cuya ecuacién
polar es de la forma p= av, donde a > 0 y es una constante. Se ilustra
como ejemplo la forma en que Arquimedes usa el siguiente teorema:
El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte
del area del circulo circunscrito (Figura 3).

Figura 3 - Cuadratura de la espiral

Fuente: Elaboracion propia. Basada en: Mateus-Nieves; Font (2021, p. 08).

Demostracidn. Se considera una espiral con ecuacion
polar p = av, se calcula el area cuando el angulo
polar varia desde 0 a 2z, es decir, da la primera vuelta
de la espiral. El radio del circulo circunscrito es 2na.

Para ello divide este circulo en sectores de amplitud

2 2wk 2m(k+1
v=7", desdev=% hasta v=¥ para k =
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0,1,---,n— 1. En cada sector examina el arco de
espiral que queda dentro del mismo y acota el area
correspondiente a dicho arco de espiral entre las areas
de dos sectores circulares. El &rea de sector circular
mas grande inscrito en cada arco de espiral es:

(552 (5)

y el &rea de sector circular mas pequefio circunscrito
a cada arco de espiral es:

2(a2m) ("“) 2% (Pérez, 2013, p. 140).

En notacion moderna, el area S de la espiral verifica que:

n-11 sa2mk\* 2m 47T3a a2mk\? 2m 47t3a
Don2n) o Z"2<5 Z 5) % Z"Z
k=02\ T

Arquimedes conocia que

n
1
Z k2 = Zn(n+ D(n+1)
k=1

usa este resultado y escribe la desigualdad anterior en la forma
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1 1
4n%ﬁ—(1—l)(2—1)<5u<4n%ﬁ—(1+1)(2+1)
6 n n 6 n n

1 , ,
toma kzgn(Zna)Z, una tercera parte del area del circulo

circunscrito. Resta k en la desigualdad anterior y hace operaciones
sencillas, obteniendo:

K2 ) esren(Zal),
2n = 2n? 2n  2n?)’

como < - llegaa

S -

1
n2

k
s k<
n n

usando el axioma de Arquimedes, se concluye que S =K.
Observamos que se parte de un presupuesto implicito, indefinido,
cuyo resultado es un namero (implicitamente se trata del resultado,
que en términos actuales corresponde a calcular una integral
definida), lo que ratifica el origen y uso implicito de integrales.

La cuadratura de la Parabola

Arquimedes probd que el area definida por una parabola y
una linea recta equivalia exactamente a cuatro tercios, el area del
correspondiente triangulo inscrito, tal y como se puede observar en
la figura 4c. Para obtener ese resultado, desarroll6 una serie
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geométrica infinita, (ver Figura 4a, 4b, 4c), con una razon comun de
1 .

-, asi:

4

(0]

4
Z4‘”=1+4‘1+4‘2+---=§

n=0

Figura 4 - Cuadratura de la Parabola de Arquimedes

4

da. Segmemo parabé||co db. AquimedeS dlbUJa un méngulo

inscrito para el segmento 4c. Diseccion de Arquimedes de un segmento
parabdlico dado de parabola en un nimero arbitrario de
tridngulos.

Fuente: Elaboracion propia.

Arquimedes demostré que él area del segmento parabdlico
de la figura superior (4a) es igual ag de la del triangulo inscrito de

la figura inferior (4b). Este fue el primer ejemplo conocido de una
suma de una serie infinita, usando el método exhaustivo para
encontrar la aproximacion al area de un circulo. Lo que permite
identificar un ejemplo temprano de integracion cuyo resultado llevo
a valores aproximados de m. Entre las muchas “integraciones” de
Arquimedes estaban: el volumen y superficie de una esfera; volumen
y area de un cono; area de una elipse; volumen de cualquier
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segmento de un paraboloide de revolucion y un segmento de un
hiperboloide de revolucién. No hubo mas progresos hasta el siglo
XVI cuando la mecéanica empezd a llevar a los matematicos a
examinar problemas como el de los centros de gravedad.

Metodo exhaustivo o por agotamiento

El legado de los griegos fue la creacion del método
exhaustivo, como un procedimiento geométrico-matematico de
aproximacion a un resultado, con el cual el grado de precision
aumenta a medida que avanza el célculo. Este método también es
conocido como: método por agotamiento, método de exhauscion o
meétodo de exhauscion. El término proviene del inglés method of
exhaustion (que traducido es “método por agotamiento”, a pesar que
la Real Academia Espafiola no ha aceptado ain el sustantivo
“exhauscion”, a pesar de reconocer el adjetivo “exhausto. En inglés
“exhaustion” que proviene del latin exhaustido (agotamiento)). Este
método lo utilizé Antifonte, 430 a. C. con el que traté de determinar
el area del circulo inscribiendo en él un mayor nimero de tridngulos,
cada vez mas pequefios, hasta que su area se colmara. La aplicacion
mas clara del método exhaustivo o por agotamiento es el célculo de
la longitud de una circunferencia efectuado por Arquimedes, para
ello uso dos estrategias:

1. El método de agotamiento, inscribiendo poligonos
regulares en una circunferencia de radio unitario, y

2. EI método de compresion, circunscribiendo
poligonos a la circunferencia. De este modo, al
aumentar el namero de lados de los poligonos, las
figuras tenderan a acercarse a la forma de la
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circunferencia, tanto que pudo obtener una medida
bastante precisa del nimero «, Figura 5.

Figura 5 - Método exhaustivo empleado por Arquimedes
para hallar el area del circulo y la longitud de la circunferencia

Fuente: Elaboracidn propia.

En este proceso esta descrito en libro de Arquimedes titulado
“El Método”, obra que llegd a ser base de los conceptos que en el
siglo XVII permitieron a Newton y a Leibniz unificar el célculo
llegando a distinguir entre diferencial e integral como elementos
complementarios uno del otro. Esta historiografia identificé a los
filésofo-matematicos griegos como los preocupados por determinar
qué es el infinito. Para ellos apareci6 de dos maneras: lo
infinitamente pequefio y lo infinitamente grande, desde situaciones
particulares como la inconmensurabilidad de la diagonal del
cuadrado, o la paradoja de Zendn sobre Aquiles y la tortuga.
Avristoteles?® intent6 regularlos, formalizando y simbolizando los
tipos de razonamientos categéricos (silogismos)?2. Trabajo que fue

2L Aristoteles filosofo, I6gico y cientifico griego cuyas ideas ejercieron influencia sobre la historia intelectual de
Occidente por més de dos milenios (SAMSO, 1971, p. 388).

22 Silogismo: forma de razonamiento deductivo que consta de dos proposiciones como premisas y otra como
conclusion, siendo la Gltima una inferencia necesariamente deductiva de las otras dos (REDONDO et al., 1991).
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completado por los estoicos® y los megaricos?* con la Escolastica.
Boyer (1949, p. 25) plantea que, Aristoteles prohibié el infinito en
acto “no es posible que el infinito exista como ser en acto o como
una substancia y un principio”, pero afiadio “es claro que la negacion
absoluta del infinito es una hipdtesis que conduce a consecuencias
imposibles” de manera que el infinito “existe potencialmente [...] es
por adicién o division”. Asi la regulacion aristotélica del infinito no
permite considerar un segmento como una coleccion de puntos
alineados, pero si permite dividir este segmento por la mitad tantas
veces como se quiera. Lo que permite inferir que los antecedentes de
procedimiento de calculo, como algoritmo, se encuentra entre los
que utilizaron los gedbmetras griegos, como ejemplo: Eudoxo, en el
sentido de llegar por aproximacion de restos cada vez méas pequefios
a una medida de figuras curvas. De esta forma se identifica a
Eudoxo, discipulo de Platén y contemporaneo de Aristoteles, como
el primer matematico que hizo uso “racional” del infinito en
matematicas. Postuld que toda magnitud finita puede ser agotada
mediante la substraccion de wuna cantidad determinada,
planteamiento que dio origen a lo que hoy se conoce como el
principio de Arquimedes, que toma prestado a Eudoxo y que sirvid
a aquel para superar la primera crisis de las Matematicas debida al
descubrimiento de los irracionales.

2 Estoicismo, uno de los movimientos filosoficos fundado por Zenén de Citio en el 301 a. C., dentro del periodo
helenistico adquirié6 mayor importancia y difusion por todo el mundo greco-romano. Su periodo de preeminencia va
del siglo Il a. C. hasta finales del siglo 11 d. C., coincidié con la descomposicion social del Imperio romano y el auge
del cristianismo

24 Escuela megarica: escuela filosofica del siglo IV a. C., fundada por Euclides de Megara, discipulo de Socrates
(REDONDO et al., 1991).

% Escolastica: movimiento teoldgico v filosofico que intent6 utilizar la filosofia grecolatina clasica para comprender
la revelacion religiosa del cristianismo. Fue la corriente teolégico-filos6fica dominante del pensamiento medieval,
tras la patristica de la Antigliedad tardia, se basé en la coordinacion entre fe y razén, que en cualquier caso siempre
suponia una clara subordinacién de la razén a la fe (REDONDO et al., 1991).
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EL CALCULO EN LA EDAD MEDIA

No obstante, aunque el método de Arquimedes se perdio y
solo quedaron algunos vestigios que permiten inferir el uso del
infinito como herramienta Gtil para abordar situaciones que hoy, en
las matematicas modernas, son propias del calculo integral; se puede
afirmar sin lugar a dudas, fue Arquimedes el precursor del calculo
integral, aunque al momento de la edad media en que se formaliza el
calculo infinitesimal en sus dos versiones (diferencial e integral), no
se le atribuye ninguna repercusion en dicho descubrimiento. La idea
del siracusano fue considerar las &reas como una coleccion
necesariamente infinita de segmentos. La humanidad hubo de
esperar 2000 afios hasta que la revolucion cientifica en la edad
media, supuso una ruptura con las formas de pensar, estudiar y
vincularse con la naturaleza que dominaron casi absolutamente a
Europa entre los siglos V y XV. Esta ruptura y salto en la historia
del conocimiento estuvieron precedidos por importantes
transformaciones que se vivieron durante los siglos XV y XVI con
el Renacimiento y la Reforma Protestante.

LOS APORTES DE LUCA VALERIO, STEVIN, GALILEI,
ROVERBAL Y KEPLER

Luca Valerio®, basado en el principio de Arquimedes,
desarroll6 formas de encontrar volimenes y centros de gravedad de
cuerpos solidos. Ensefid matematicas y ética en la universidad
Sapienza de Roma, mantuvo correspondencia con Galileo Galilei a
quien conoci6 en Pisa en 1584; posteriormente ante el llamado de

% |_uca Valerio (1553-1618), matematico italiano.
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Galilei a la inquisicion, hace que Valerio termine toda
correspondencia con Galileo y renuncie a la Accademia dei Lincei.
Los miembros de la Academia consideraron que las acciones de
Valerio se alineaban con los oponentes de Galileo y acusaron a la
propia Academia de cometer un delito. La obra de Valerio De centro
gravitatis solidorum, escrita en 1603, aplicaba los métodos de
Arquimedes para hallar volimenes y centros de gravedad de cuerpos
solidos, en particular sélidos de rotacion y sus segmentos
determinados en los conoides por planos paralelos a la base, y
también la cuadratura de la parabola por un método diferente al de

Arquimedes. Utilizo ideas tempranas sobre el cociente de limites,
demostrando que, si Si limx =a,limy=b vy si §= c,c=
lim x x
—— === ¢. Queahorase conoce como
lim y y
principio de Cavalieri, aungue el trabajo de Valerio es muy anterior
al de Bonaventura Cavalieri. Al respecto, Berggren (1982, p. 25) en

su resefa escribe:

constante, entonces% =

Cuando Luca Valerio publico su “De centro
gravitatis” en 1603, afirmé que estaba abriendo lo que
¢l llamaba un “camino real” para la investigacion de
los centros de gravedad de las figuras sélidas. Aunque
el tema ya habia sido tratado con anterioridad por sus
predecesores inmediatos, Commandino y Maurolico,
Valerio consideraba, y los autores de este estudio
estdn de acuerdo, que su obra marcaba una
innovacion al investigar todos los sélidos conocidos
en la época. Una parte de esta innovacion fue su
concepcion de una clase general de objetos (en este
caso, solidos que satisfacian ciertas condiciones de
simetria), frente a objetos mas especificos, como las
secciones conicas. Y la otra fue el desarrollo de un
cuerpo considerable de teoremas aplicables a esa
clase, incluida la “invencion” (cursiva en el original)
del método de agotamiento, una invencién que suele
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atribuirse a Eudoxo (Los autores entienden esta
afirmacion en el sentido de que Valerio fue el primero
en sistematizar este antiguo artificio, en los tres
primeros teoremas de ‘De centro’). Al aplicar estos
teoremas generales a la solucién de una amplia clase
de problemas, Valerio avanz6 asi mas alld de sus
antiguos predecesores renacentistas (BERGGREN,
1982, p. 25).

Stevin?’ conocido como uno de los primeros expositores de
la teoria de las fracciones decimales y por ser el primer matematico
que reconocid la validez de los nimeros negativos, como aquellos
nameros menores que cero, al aceptarlos como resultado de los
problemas con que trabajaba. Reconocié la igualdad entre la
sustraccion de un numero positivo y la adicién de un ndmero
negativo [(+a) — (+b) = (+a) + (—b)]. Por ello es considerado
en la actualidad como el padre de los numeros negativos. Desarrolld
el algoritmo de trabajo para la obtencién del maximo comun divisor
(MCD) de dos polinomios, o de dos 0 mas nimeros enteros, al mayor
namero entero que los divide sin dejar residuo alguno. En Fisica se
le conoce por sus contribuciones a la Estatica e Hidrostatica.

Los aportes de Stevin representan un punto de inflexion en el
desarrollo de la nocion de namero, en tanto que rompen
explicitamente con la concepcion griega aun dominante en la
“matematica teodrica” de esa época. Por ello se le considera
introductor, en la Europa occidental, de la notacion decimal para los
numeros fraccionarios; sin embargo, la fundamentacion teorica que
justifica el uso de dicha notacién, y que Stevin pretendio dar en
términos de un sistema axiomatico-deductivo, no ha sido todavia
suficientemente valorada. Stevin propone un nuevo concepto que

27 Simén Stevin (1548-1620), matematico belga, ingeniero militar e hidraulico, constructor de molinos y
fortificaciones. Se le considera el padre de los nimeros negativos dado que fue el primer matematico que los acepté
como resultado de ecuaciones algebraicas.
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integra las operaciones de “contar” y “medir”. La forma como
concibio y justificd sus nuevos numeros puede arrojar luz sobre
algunas dificultades en el aprendizaje de los conceptos bésicos de la
aritmética. Su obra L’Arithmétique contiene sus mayores
aportaciones tedricas en la que propone convencer a Sus
contemporaneos que se puede tratar de manera unificada con un
fundamento tedrico comun, la aritmética tedrica y la aritmética
practica.

De L’Arithmétique se resaltan cuatro elementos
fundamentales: el cambio que representd la definicion de nimero de
Stevin respecto a la definicion de nimero en la matematica teorica
griega. La dificultad que entrafia una definicion de nimero que se
asocia tanto a cantidades continuas como a discretas. La ampliacion
del dominio numeérico que resulta del nuevo concepto de numero. Y
la forma en la que las operaciones aritméticas intervienen en la
evolucion del concepto. Lo que permite inferir que con Stevin se
presenta otra ruptura epistemolégica con el concepto de nimero de
la matematica tedrica griega. En los griegos, el nimero se define a
partir de la categoria de cantidad y mediante la oposicién entre las
cantidades infinitamente divisibles y las “finitamente” divisibles. La
imposibilidad de dividir la unidad numérica, encierra la esencia de
la cantidad discreta tal como la define Aristoteles, las subdivisiones
de una cantidad discreta no se pueden continuar mas alla de la unidad
Yy, en consecuencia, solo es posible llevar a cabo un nimero finito de
estas divisiones. La unidad es el principio generador del nimero y
su indivisibilidad lo caracteriza. Bajo tal concepcion, el dominio
numérico se limita, como una necesidad logica, al de los nimeros
naturales (los nimeros para contar) excluyendo de este dominio a la
unidad, las cantidades nulas y cualquier expresion fraccionaria. Se
establece una diferencia definitiva entre contar y medir. Ciertamente
en la aritmética griega hay un tratamiento de las razones numéricas
que ahora identificamos con los numeros racionales, pero estas
razones no se consideran en si mismas ndmeros, sino simples
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comparaciones entre numeros, que es posible explicitar porque
existen desde el momento mismo en que existen los nimeros.

Stevin extrae su concepto de nimero de la experiencia
cotidiana y profesional, como una extensién de la practica
generalizada de medir. En este momento la frontera establecida por
los griegos entre la matematica tedrica y la matematica aplicada
parece desvanecerse y las necesidades practicas determinan el tipo
de matematica que se debe desarrollar. Stevin, como afirma Klein:
“..pone su experiencia en la practica comercial, financiera e
ingenieril al servicio de sus preocupaciones “tedricas” e
inversamente, su “teoria” se pone en marcha dentro de su “actividad
practica” (KLEIN, 1968, p. 186).

La obra de Stevin esta marcada por el predominio del campo
operatorio con un tinte pragmatico, para dar realidad al namero. El
primer indicio de que el ndmero estd condicionado por las
operaciones que se pueden realizar con ello, se encuentra en
L ’Arithmétique donde Stevin argumenta a favor de la division de la
unidad, afirmando que negar la divisibilidad de la unidad es limitar
la naturaleza del nimero, “[...] la esencia de la cual se manifiesta en
las operaciones aritméticas que muchos autores realizan, entre otras,
la absoluta particion de la unidad... como lo hace Diofanto”
(STEVIN, 1585, p. 02). Con afirmaciones como la anterior Stevin
da al nimero una existencia operatoria, es decir, son las operaciones
que podemos realizar con los numeros las que determinan su
naturaleza. La unidad de Stevin es el resultado no s6lo de una
abstraccion realizada sobre los objetos en tanto cantidades, sino,
principalmente, de una abstraccion realizada sobre las acciones
coordinadas que se efecttan en el proceso de medir estos objetos. La
inclusion de la unidad dentro del dominio numérico y la posibilidad
de subdividirla indefinidamente, son las innovaciones tedricas mas
importantes de la aritmética de Stevin.
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Para este tiempo se infiere que dentro del desarrollo del
calculo se observa que un infinitesimal o infinitésimo se intuye como
una cantidad infinitamente pequefia, equivalente matematicamente,
a lo que, en términos usados hoy dia, es )1{1_r)r611 f(x) =0, implica que f

es un infinitésimo en x = a. De L ’Arithmétique se comienza a
determinar caracteristicas de los infinitésimos como las siguientes
propiedades, vistas desde la dptica de las matematicas modernas: La
suma de dos infinitésimos es un infinitésimo. El producto de dos
infinitésimos es un infinitésimo. El producto de un infinitésimo por
una funcion acotada es un infinitésimo. El producto de una constante
por un infinitésimo es un infinitésimo. El producto de dos
infinitésimos es un infinitésimo. El producto de un infinitésimo por
una funcion acotada es un infinitésimo. El producto de una constante
por un infinitésimo es un infinitésimo. Caracteristicas que
posteriormente daran origen a las dos caras del calculo infinitesimal
(diferencial e integral).

Por otro lado, aparecen los trabajos de Galilei, que han sido
objeto de aproximaciones epistemoldgicas muy diferentes; con
Galileo se funda un modo particular de investigar los fendmenos del
movimiento. La reflexion sobre ese acto de fundacién enfrenta a la
especificidad de una disciplina: la fisica-matematica. Su estudio
sirve de propedéutica epistemoldgica matematica sobre los
fendmenos de movimiento como una nueva ciencia del movimiento.
Para Galileo, la idealidad no esta fuera del mundo, en el modelo
inaccesible a la industria humana. Las formas matematicas perfectas
son, mas bien, un proyecto de la técnica. Para él, la unidad entre la
matematica y el mundo no consiste s6lo en la posibilidad de
aproximar la descripcion matematica al fendbmeno que se quiere
estudiar. Se requiere también aproximar el fendémeno a la
matematica: producir un fendmeno que pueda ser descrito
matematicamente de la forma mas aproximada posible. Para Galilei
la ley expresada en términos de proporciones cuantitativas, o en
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términos algebraicos, se cumple sélo, en un entorno ideal, el vacio,
que no presenta resistencias al movimiento, la verdad de la
matematica es tanto mas esencialmente verdad, cuanto que es
universal y necesaria. La evidencia racional de la matematica es de
tal naturaleza que no es posible sustraerse a ella. Galilei no duda en
comparar el conocimiento de una demostracion matematica con el
modo como la verdad se pone de presente a los 0jos del mismo Dios;
al respecto Hernandez, (1975, p. 87) lo cita en los siguientes
términos:

[...] tomando el entender intensive, en cuanto tal
término  indica  intensivamente, es  decir,
perfectamente, afirmo que el entendimiento humano
puede entender algunas proposiciones de esta manera,
y por tanto, tener de ellas absoluta certeza; asi son,
por ejemplo, las ciencias matematicas, es decir, la
aritmética y la geometria, de las cuales el intelecto
divino sabe infinitas proposiciones més, porque las
sabe todas, pero, de las pocas comprendidas por el
entendimiento humano, creo que el conocimiento es
igual al divino en cuanto a la certeza objetiva, puesto
que llega a comprender su necesidad, y sobre ésta no
parece que puede existir seguridad mayor
(HERNANDEZ, 1975, p. 87).

Acto seguido presenta independencia entre matematicas y la
experiencia sensible, no como una cuestion de esencia, Sino como
una limitacién de ciertos discursos:

Queréis culpar a los matematicos de ignorancia, por
no haber dado cuenta de que el sentido en los
sensibles comunes se engafia; como si el saber si se
engafia o no fuera un recondito y profundisimo
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misterio y secreto de la filosofia. Pero, /Quién ha
hecho mayores y mas exactas observaciones y
especulaciones acerca de los engafios de la vista que
los mismos matematicos? [...] El ojo no se engafia en
absoluto al recibir la especie de la madera (del remo)
puesta en medio del agua, como rota, porque ella no
es menos verdadera cuando viene del agua rota que
cuando del aire derecha; sino que el engafio esta en el
discurso, que no sabe que las especies visibles en los
diversos medios transparentes se refractan
(HERNANDEZ, 1975, p. 397).

Lo que permite inferir que para Galilei la ciencia matematica
se cumple en el laboratorio; pero el mundo es visto progresivamente
como un inmenso laboratorio y convertido efectivamente en un
laboratorio gracias a la técnica. En su obra Dos nuevas ciencias,
concibe las areas de un modo parecido a Kepler; al tratar el problema
del movimiento uniformemente acelerado, presentd un
razonamiento para mostrar que el area de la curva tiempo-velocidad
es la distancia. Supuso que un objeto se mueve con velocidad
variable v = 32t representado en la Figura 6 por la recta OB; la
distancia recorrida en el tiempo OA es el area OAB. Llegé a esta
conclusion considerando, por ejemplo, A'B” como una velocidad
tipica en un instante y también como la distancia infinitesimal
recorrida, y razonando entonces que el area OAB, que esta
construida con las lineas A"B". Debe ser, por tanto, la distancia total.
Este razonamiento (poco claro) estaba apoyado en la mente de
Galileo por consideraciones filosoficas que equivalian a considerar
el &rea OAB como construida con un namero infinito de unidades
indivisibles como A'B’".
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Figura 6 - Movimiento de
un objeto planteado por Galileo

Felocidaed

Tiemnppo
o Al A

Fuente: Elaboracion propia.

Para este momento, los trabajos de Kepler?® dieron un cambio
al pensamiento convencional y sentaron las bases de la edad
moderna. Entre sus aportes estan: descubrimiento de las tres leyes de
movimientos planetarios, comprobacion de la manera en la que
funcionan los logaritmos y el método para calcular el volumen de
solidos y calcular tablas astrondémicas, reconocidas como las mas
precisas que existen; desarroll6 un sistema infinitesimal en
matematicas, que fue antecesor del calculo. Publicé un libro, titulado
Epitome Astronomiae Copernicanae, donde reunié todos sus
descubrimientos en un solo tomo. Fue el primer libro de texto de
astronomia basado en los principios copernicanos, su influencia fue
tal que convirti6 a muchos astronomos al copernicanismo-
kepleriano. Como complemento en 1596 publico un tratado titulado
Mysterium Cosmographicum; la importancia de este trabajo radica
en que presento la primera demostracion amplia y convincente de las
ventajas geométricas de la teoria copernicana. En Mysterium
Cosmographicum, dejando constancia de las ventajas que desde el

2 Johannes Kepler (Alemania, 1571 - 1630), figura clave en la revolucion cientifica, astronomo y matematico;
conocido por sus leyes sobre el movimiento de los planetas en su 6rbita alrededor del Sol. O'Connor, et al., 2000.
«Biografia de Johannes Kepler»
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punto de vista geométrico ofrecia la Teoria Heliocéntrica. En su
trabajo sobre movimientos planetarios, encuentra el area de sectores
de una elipse. Su método consistié en pensar las areas como sumas
de lineas, otra forma “rudimentaria” de integracion.

Elementos que dieron ideas fuerza a tres matemaéticos que
hicieron contribuciones importantes en la época y que cambiaron
radicalmente el rumbo de las matematicas, en su orden: Fermat?®,
Roberval®® y Cavalieri®!, trabajos mostrados al detalle
posteriormente en este manuscrito. Este altimo llegd a su “método
de los indivisibles” por los intentos de integracion de Kepler. No fue
riguroso en su acercamiento y es dificil ver con claridad como se le
ocurrio su método. Al parecer Cavalieri pensé en un area como
formada por componentes que eran lineas y luego sumo su nimero

infinito de “indivisibles”. Demostrd, usando estos métodos, que la
an+1

integral de x™ entre 0y a era — mostrando el resultado para

ciertos valores de n e infiriendo el resultado general. Roberval
considero problemas del mismo tipo, pero fue mucho méas riguroso
que Cavalieri. Roberval se fijo en el area entre una curva y una linea
como formada por un namero infinito de rectangulos infinitamente
delgados. Aplico esto a la integral de x™ entre 0y 1, demostré que
(Tl—l)m+1

(n)m+1 !
demostré que tendia a ﬁ cuando n tiende a infinito, calculando

asi el area.

tenia un valor aproximado de (0™ + 1m + 2m + ... +

2 Pierre de Fermat (1601-1665) jurista y matematico francés apodado con el sobrenombre de «principe de los
aficionados» (O'CONNOR et al., 2000).

30 Gilles Personne de Roberval; (1602-1675) Matematico y fisico francés. lded el llamado «método de los
indivisibles» para calcular la cuadratura de las superficies y el volumen de los sélidos. Demostré la regla de
composicion de fuerzas y describi6 la balanza que Ileva su nombre (O'CONNOR et al., 2000).

31 Bonaventura Cavalieri (1598-1647), matematico italiano, alumno de Galileo. Su interés por las matematicas fue
estimulado por los trabajos de Euclides.
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EL PRINCIPIO DE CAVALIERI

Cavalieri usé los infinitos como un modo de razonar, este
método fue influido por Kepler y Galileo. Cavalieri estimulado por
este Ultimo se interesé en problemas propios del célculo, desarrollé
ideas sobre indivisibles mediante un método geométrico. Publicd
Geometria Indivisibilibus Continuorum Nova quadam Ratione
Promota en 1635, (Geometria superior mediante un método bastante
desconocido, los indivisibles de los continuos). Donde consider6 un
area como la superficie constituida por un nimero indefinido de
rectas paralelas y equidistantes; el volumen como compuesto por un
namero indefinido de areas planas paralelas; a estos elementos los
Ilamé los indivisibles de area y volumen respectivamente. En lineas
generales los indivisibilistas mantenian, como expresa Cavalieri en
sus Exercitationes Geometricae Sex en 1647, que una linea esta
hecha de puntos; el plano esta hecho de lineas, como un tejido de
hebras y un sélido de areas planas como un libro de hojas, sin
embargo, aceptaban un namero infinito de elementos constituyentes.

En la Figura 7 se ilustra el método o principio de Cavalieri
para demostrar que el paralelogramo ABCD tiene area doble que
cualquiera de los triangulos ABD o BCD; hace notar que cuando
GD=BE, se tiene que GH=FE. Por tanto, los triangulos ABD y BCD
estan constituidos por igual nimero de lineas iguales, tales como GH
y EF, y por tanto tienen que tener areas iguales. Este mismo principio
estd incluido en la proposicion que se ensefia actualmente en los
libros de geometria de solidos y que se conoce como Teorema de
Cavalieri. Con este método se encontrd el area acotada bajo
funciones del tipo f(x) = x" para n=1,2,3,4,5,6, método
enteramente geomeétrico.
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Figura 7 - llustracion al principio de Cavalieri
A B

D C
Fuente: Elaboracién propia. Basada en: Mateus-Nieves (2021).

Los indivisibles de Cavalieri, conocidos como el Principio
de Cavalieri. Fueron la nueva concepcion de la geometria
infinitesimal, marcaron el comienzo de una segunda etapa en las
matematicas infinitesimales. Cavalieri alcanzd mayor claridad en las
ideas aun oscuras en Kepler, quienes se habia adherido a la tradicién
materialista antigua, representada por Demdcrito, especialmente a la
idea del atomo como componente indivisible de la materia. Cavalieri
intento sistematizar todos estos datos, y como resultado, publicé en
1635 un libro titulado Geoemtria Indivisibilibus continuorum...
(Geometria de los indivisibles continuos presentada segin un nuevo
método). Un libro bastante confuso de entender debido a que el autor
no explica suficientemente qué se ha de entender, en sentido
matematico, por indivisible. Cavalieri debido a la cantidad de
reproches que recibié por esta obra, utilizd figuras planas, que
presentd como un tejido de hilos paralelos; y los s6lidos como libros
compuestos por hojas paralelas, pero no dejo claro ¢de qué manera
utilizaba los indivisibles? ; Cual era su método? ;Como se le ocurrid
el principio que hoy lleva su nombre?

A pesar de ello, Cavalieri supuso que para toda figura plana
cerrada se puede encontrar una recta A tangente a la que llamé:
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regula, o liston, directriz, regla; con un solo punto en comun (vertex
o vértice) con la curva que limita la figura. La regula posee infinitas
paralelas que se alejan de ella hasta encontrar una, la tangente en el
lado opuesto (tangens opposita) B, que toca a la figura en ultimo
lugar. De esta forma consider6 un plano P* que pasa por Ay otro
P** paralelo a P* y que pasa por B. Se desplaza P* paralelamente
hasta superponerlo a P**, a este movimiento lo llamé fluir. Este
concepto “fluyente” se convirtid en fundamental en la historia
subsiguiente de la matematica infinitesimal; en particular en Barrow
y Newton. Las intersecciones (rectas) de los planos fluyentes con la
figura plana forma, en palabras de Cavalieri, “la totalidad de las
rectas de la figura” (ANDERSEN, 1985, p. 295). Sobre esta
expresion trabajara Leibniz méas adelante. Para el espacio Cavalieri
procede de forma similar; el lugar de la regula lo ocupa un plano. La
regula produce al deslizarse la totalidad de los planos del sélido.
Wubing (1979, p. 145) indica que Cavalieri “formul6 su principio en
dos proposiciones fundamentales. 1) La totalidad de los indivisibles
de una misma figura es independiente de la regula. 2) Las figuras
planas y también los solidos, estan en las mismas proporciones que
la totalidad de sus rectas, respectivamente planos, tomados a partir
de una regula cualquiera”.

Cavalieri utilizo estas proposiciones como una especie de
axioma y fue consciente de su caracter heuristico. Consideraba su
método como una regla correcta que proporciona resultados
correctos. Wubing (1979) presenta el proceder de Cavalieri para
calcular del volumen de la esfera, de la siguiente manera:

En una semiesfera se circunscribe un cilindro y en el
cilindro se inscribe un cono. Entonces un plano
trazado perpendicularmente al radio OE produce
circulos de radios AC, AD y AB, con CA? + A0?,

como AO = AB y CO = DA se sigue CA* + AB? =
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DA?. Por tanto, multiplicando esta ecuacion por =, se
tiene que el area del circulo con la intercesion del
plano con la semiesfera més el area del circulo en el

cono, es igual al area del circulo en el cilindro” (p.
146). Ver figura 8.

Figura 8 - Calculo del volumen de la esfera por Cavalieri

Fuente: Wubing (1979, p. 146).

El plano no estaba acotado longitudinalmente. Lo que vale
para una terna de cuadrados de indivisibles, vale también para su
totalidad, concluye Cavalieri. Luego, aplica su principio y obtiene
Vesfera + Vcono = Vcilindro y como Vcitindro = 3V cono y Se Sigue que

2 . .
Vesfera= < Veilindro. Este método no aportaba nada nuevo al trabajo

que ya habia realizado Arquimedes en la antigua Grecia, el mérito
esta en el manejo de ciertas manipulaciones, integrales que hoy
expresariamos asi:
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a XS
j x*dx = —.
0 5

Entre los aportes de Cavalieri y que se desprenden de su
principio, esta la integracion de Cavalieri. Para explicarlo al detalle
y mostrar su importancia recurriré a elementos propios de las
matematicas modernas para poder mostrar sus bondades y los
sorprendentes resultados que para la época este hombre descubrid y
que probablemente murié sin saber la grandeza del trabajo realizado.
Veamos: Supone que dos regiones de un plano estan comprendidas
entre dos rectas paralelas a dicho plano. Si toda recta paralela a estas
dos rectas interseca ambas regiones en segmentos de linea de igual
longitud, entonces las dos regiones tienen areas iguales (ver Figura
9). Se resalta que el principio de Cavalieri desarrolla una novedosa
técnica de integracion que puede ser usada en las matematicas
modernas para hallar, de forma muy sencilla, el area de algunas
regiones para las que es bastante dificil construir integrales de
Riemann sencillas.
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Figura 9 - integracién de Cavalieri en R2

Ax

Fuente: Elaboracién propia.

Siguiendo el principio de Cavalieri, Mateus-Nieves, (2022b)
plantea que es posible formular los siguientes interrogantes: ¢qué
ocurre cuando se sustituye la franja de integracion rectangular
habitual de la suma de Riemann por una banda de integracion de
forma no rectangular? Esta pregunta conduce a un esquema
coherente de integracion donde se rescatan algunos resultados, tales
como: se consideran franjas de integracion no rectangulares, se
forma una suma de Cavalieri que puede transformarse en una suma
normal de Riemann (de una regién equivalente) mediante funcion de
transformacion h(x), o en una suma de Riemann-Stieltjes mediante
la funcion de transformacion inversa g(x). Para demostrar este
resultado consideremos la regién delimitada por el eje x y las rectas
f(x)=x,aly)=1—y vy b(y) =4 —1y, Figura 10a. se observa
que no es posible expresar el area de esta region como una integral
de Riemann. Sin embargo, es posible calcular el area de la region
mediante una integral de Cavalieri:

b(y)
area = f f(x)dx,

a(y)
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que esta relacionada con la integral de Riemann (Figura 10b) y la
integral de Riemann-Stieltjes (Figura 10c) de la siguiente manera:

b(y) b b’
[ rwar=[¢remiar= [ reodge,

a(y) a a

para este ejemplo se llega al siguiente resultado, ya que h(x) = g

4—y oy 2
g(x)sz-f xdx=f—dx=fxd2x=3.75é
1-y 1 2 0.5

En este ejemplo, las regiones transformadas f(x) o h(x),
correspondiente a la formulacion de Riemann y f(x)g'(x),
correspondiente a la formulacion de Riemann-Stieltjes, mostradas en
las Figuras 10b y 10c respectivamente.

Figura 10 - llustracion de la
integracion de Cavalieri desde un ejemplo

¥

{

[
= 2
—
=
=

s

10a. regién no Riemann integrable 10b. formulacion de Riemann  10c. formulacion de Riemann-Stieltjes

Fuente: Elaboracién propia.
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La principal diferencia entre la integracion de Cavalieri con
la integracion ordinaria de Riemann es que se pueden utilizar franjas
de integracion méas generales. En cierto sentido, la integral de
Cavalieri se reduce a la integral de Riemann ordinaria cuando las
franjas de integracion son rectangulares. Esto no quiere decir que la
integral de Cavalieri amplie la clase de funciones integrables de
Riemann. De hecho, la clase de funciones integrables de Cavalieri es
exactamente equivalente a la clase de funciones integrables de
Riemann. Sin embargo, la integral de Cavalieri permite expresar
areas de algunas regiones como integrales simples para las que
tendriamos que escribir maltiples integrales ordinarias de Riemann.

Con Cavalieri y Torricelli se ampliaron el uso de los
infinitesimales, con los que Descartes®? y Fermat usaron el algebra
para encontrar areas y tangentes (integracion y derivacion en
términos modernos). Fermat e Isaac Barrow® tenian la certeza de
que ambos célculos estaban relacionados, aunque fueron Newton (en
1660), en Inglaterra y Leibniz en Alemania (hacia 1670) quienes
demostraron que los problemas de areas y tangentes son inversos,
equivalente a lo que hoy se conoce como teorema fundamental del
célculo. Es a comienzos de este siglo que se da la aparicion del
concepto de funcion, tiempo cuando comienza a tomar forma el
calculo integral que, junto con la geometria analitica, es posible
afirmar, son «la mayor creacion de todas las matematicas».
Recordemos que para la época habia vigente cuatro tipos de
problemas principales sin solucion:

1. Dada la férmula de la distancia que un cuerpo recorre
como funcién del tiempo, obtener la velocidad y la

32 René Descartes: (1596 - 1650), fildsofo, matematico y fisico francés, considerado como el padre de la geometria
analitica y la filosofia moderna, fue uno de los nombres mas destacados en la revolucién cientifica.

33 |saac Barrow, tedlogo, profesor y matematico inglés al que histéricamente se le ha dado menos mérito en su papel
en el desarrollo del calculo moderno. Barrow es famoso por haber sido el primero en calcular las tangentes en la curva
de Kappa. Profesor y mentor de Isaac Newton.
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aceleracion en cada instante; y, al revés, dada la
formula de la aceleracion de un cuerpo como funcion
del tiempo, obtener la velocidad y la distancia
recorrida. Este problema surge directamente del
estudio del movimiento;

2. Obtener la tangente a una curva, como consecuencia
de las aplicaciones de la dptica y el estudio del
movimiento;

3. Obtener el valor maximo o minimo de una funcién
para aplicarlo al problema de tiro parabdlico y el
estudio del movimiento de los planetas;

4. Obtener longitudes de curvas; el area acotada por
dichas curvas; el volumen acotado por las superficies
que generan; los centros de gravedad y la atraccion
gravitatoria entre cuerpos extensos.

Para la época no habia claridad sobre la estrecha relacién que
hoy tenemos entre los cuatro problemas, a pesar de que los griegos
ya habian aplicado métodos exhaustivos para calcular areas y
volimenes relativamente sencillos. Fue necesario aplicar mucha
ingeniosidad, porque al método le faltaba generalidad, situacion que
no permitié obtener respuestas numeéricas. Sin embargo, el interés se
despertd en Europa cuando retomaron los trabajos de Arquimedes
para obtener longitudes, areas, volimenes y centros de gravedad. Se
volvié al método exhaustivo, que gradualmente fue modificado
permitiendo asi la invencién del calculo infinitesimal. Para este
siglo, la consideracion de la cuarta situacion planteada, comenzé con
Kepler, interesado en el problema de los voliumenes porque noto
falta de precision en los métodos utilizados por los comerciantes de
vinos para obtener el volumen de los barriles. Manifiestos en su obra
Stereometria Dolorium; donde expres6 que el area de un circulo es
el area de un numero infinito de triangulos, cada uno con un vértice
en el centro y una base en la circunferencia. De la férmula del area
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de un poligono regular inscrito en una circunferencia, la mitad del
perimetro por la apotema, obtenia el area del circulo. De forma
analoga, considero el volumen de la esfera como la suma de los
volumenes de pequefios conos cuyos veértices estan en el centro de la
esfera y cuyas bases estdn en la superficie. Demostrando que el
volumen de la esfera es un tercio del radio por la superficie.
Consideré el cono como una suma de discos circulares muy
estrechos y asi pudo calcular su volumen.
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EL CALCULO EN EL SIGLO XVII

Durante este siglo se intenta buscar solucion a los cuatro
problemas planteados y que aiun no se tenia respuesta. La
herramienta Gtil para esta labor fue la creacion del Célculo, llego
para resolver y unificar los problemas de calculo de areas y
volimenes, trazo de tangentes a curvas, la obtencién de valores
maximos y minimos, proporcionando una metodologia general para
la solucion de todos estos problemas; también permitio definir el
concepto de continuidad y manejar procesos infinitos. De esta forma
el Célculo y sus derivaciones encontraron multiples aplicaciones y
sirvieron para modelar procesos en todos los &mbitos cientificos,
empezando por la fisica y las ciencias naturales, hasta llegar a las
ciencias sociales. En este periodo se destacan dos matematicos, el
inglés Issac Newton y aleman Gottfried Wilhelm Leibniz, los dos
trabajaron en forma casi simultanea, pero con enfoques diferentes.

Newton motivado por sus propias investigaciones fisicas,
trata las variables como “cantidades que fluyen” mientras que
Leibniz conserva un caracter mas geométrico y a diferencia de
Newton trata a la derivada como un cociente incremental, y no como
una velocidad. Leibniz no habla de derivada sino de incrementos
infinitamente pequefios, a los que llama diferenciales y los nota dx.
Lo mismo ocurre para y (con notacién dy). Lo que Newton llamo

fluxion, para Leibniz fue un cociente de diferenciales (ﬁ) Al no

poseer en esos tiempos un concepto claro de limite, ni de funcion,
los fundamentos de su calculo infinitesimal son poco rigurosos. Se
puede decir que el calculo de fluxiones de Newton se basa en algunas
demostraciones algebraicas poco convincentes, y las diferenciales de
Leibniz se presentan como entidades extrafias que, aunque se
definen, no se comportan como incrementos (SCHAFFER, 1990).
Esta falta de rigor, muy alejada del caracter perfeccionista de la
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época griega, fue muy usual en la época post-renacentista y
duramente criticada. Pasaron dos siglos para que los fundamentos
del célculo infinitesimal se cimentaran para convertirlo en uno de los
principales hallazgos del razonamiento humano. La difusion de las
nuevas ideas fue lenta y al principio con insuficientes aplicaciones.
Al pasar de los afos, los nuevos métodos tuvieron cada vez mas éxito
y permitieron resolver los problemas planteados y muchas otras
situaciones que hasta entonces no se habian considerado. Sin
embargo, estos logros nuevamente fueron sometidos a duras criticas.

EL CALCULO DE FERMAT

Fermat perfeccioné los célculos sobre cuadraturas, trabajo
que le hizo merecedor de un puesto de honor como precursor del
calculo. Bergada (1979) indica que el mismo Newton en una carta
descubierta en 1634 escribid con relacién a sus ideas para el
desarrollo del calculo: “La indicacion me la dio el método de Fermat
para las tangentes. Aplicandolo a las ecuaciones abstractas directas
e inversamente, yo lo hice general” (p. 120). Newton en su célebre
frase: “Si he llegado a ver mas lejos que otros es porque me subi a
hombros de gigantes” se refiere entre otros, a su maestro y mentor
Isaac Barrow (BERGADA, 1979, p. 128). De ahi que, Fermat fue
mas riguroso en su acercamiento al célculo, pero no dio
demostraciones (ver Figura 11). Generalizd la parabola y la
hipérbola.

Para la parabola:
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La generaliz6 como:

y la Hipérbola:

La generaliz6 como:

) p ,
Al estar examinando: % = (%) Fermat calculé la suma de rP

para 1 < r < n; investigb maximos y minimos donde la tangente a
la curva es paralela al eje x.

Figura 11 - Trabajo sobre parabolas adelantado por Fermat
”~

o

Fuente: Elaboracion propia. Basada en: Mateus-Nieves (2022a, p. 1596).
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La cuadratura de las curvas definidas por y = x" donde n es
un ndmero natural o bien un entero negativo n # —1, habia sido
realizado paran =1, 2, ..., 9 por Cavalieri, a pesar que Arquimedes,
en la antigua Grecia, ya habia resuelto geométricamente los casos
correspondientes para n = 1, 2, 3. Sin embargo, es Fermat, quien
logra obtener la cuadratura de areas limitadas por arcos de hipérboles
generalizadas como x"y™ =1,, con (n, m) € N. Su estrategia
consistio en seguir un método clasico de exhauscion, pero
considerando rectangulos infinitesimales inscritos en la figura a
cuadrar cuyas bases estaban en progresion geométrica. Fermat
considero, al principio, las hipérbolas yx™ = k y manifesto: “Digo
que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que es
la primera, pueden ser cuadradas por el método de la progresion
geométrica, de acuerdo a un procedimiento uniforme general”
(FERMAT, 1643, p. 36).

El trabajo de Fermat visto en términos actuales permite ver
la riqueza de sus raciocinios, admite observar la forma como
calculaba la cuadratura de la hipérbola generalizada como y = x ™2
para x > a, reitero, usaremos notacion y terminologia modernas
apoyados en una adaptacién actual a la Figura 12 creada por él.

Figura 12 - Cuadratura de la hipérbola y = x—2 por Fermat

]
1

1Th

0 a ar ard ard ar? ar’ ar®

Fuente: Elaboracion propia.
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Elige un nimero r > 1y considera los puntos de abscisas, ar,
ar?, ar®, --- los rectangulos inscritos tienen area:

[

1 1 1 -1 1 1
(ar — Q)W + (ar? - ar)m + (ar® — ar?) @)z + = rarz Z —=—

el &rea de los rectangulos viene dada por:

S
(a)?

1
(ar)?

r

+ (ar? —ar) + (ar® —ar?)

_ o=y 1 _
(ar —a) + —Xk=07%

(ar?2)2 a

Por tanto, si se nombra S al area bajo la curva, se tiene que

i<S<£. Como esta desigualdad es valida para todo r >

ar

1 . .
1 concluye que S = . Se observa que dicho valor es precisamente el

area del rectangulo OABa. Cabe resaltar que el razonamiento de
Fermat tiene detalles muy interesantes que se pierden usando la
terminologia y simbolos actuales. Para el efecto veamos parte de su
razonamiento, pero que, de no hacerlo, seria incompresible para
alguien que no esté entrenado en el uso y manejo de la terminologia
de la época. Solo comparto una pequefa parte de ese razonamiento:
Fermat se apoya en una propiedad de las progresiones geométricas
de razon menor que la unidad, la enuncia como sigue: “Dada una
progresion geomeétrica cuyos términos decrecen indefinidamente, la
diferencia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio de
ellos, como el mayor es a la suma de los términos restantes”
(FERMAT, 1643, p. 39). Llama Ri, R2, R3,--a las &reas de los
sucesivos rectangulos y S a la suma de todos ellos. Como se trata de
una progresion geométrica decreciente, se tiene que:

3
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simplificando, resulta: S — R, = % = 0A — AB 2. Alrespecto dice
Fermat:

[---] si afiadimos (a ambos miembros de la igualdad)
el rectangulo R: que, a causa de las infinitas
subdivisiones, se desvanece y queda reducido a nada.
Alcanzamos la conclusién, que podria ser facilmente
confirmada por una més prolija prueba llevada a cabo
a la manera de Arquimedes No es dificil extender esta
idea a todas las hipérbolas definidas anteriormente

excepto a la que ha sido indicada como “la hipérbola
de Apoloni” (FERMAT, 1643, p. 40).

Es interesante ver como en las cuadraturas de Fermat de
hipérbolas y paradbolas generalizadas subyacen los aspectos
esenciales de la integral definida tal como la conocemos hoy: la
division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente
pequefios; aproximacion de la suma de esos elementos de area por
medio de rectdngulos infinitesimales de altura dada por la ecuacion
analitica de la curva. Se puede entender como un intento de expresar
algo parecido a un limite de dicha suma cuando el ndmero de
elementos crece indefinidamente mientras se hacen infinitamente
pequefios.

Fermat en su obra Método para la investigacion de maximos
y minimos (Methodus ad disquirendam maximan et minimam),
establecio el primer procedimiento general conocido para
calcularlos. Expresé que toda la teoria de la investigacion de

4
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maximos y minimos supone la consideracion de dos incognitas y las
siguientes reglas:

1. Sea a una incognita cualquiera del problema (que
tenga una, dos o tres dimensiones, seglin convenga al
enunciado);

2. Se expresa la cantidad méaxima o minima por medio
de a en términos de cualquier grado;

3. Sesustituird a continuacién la incognita original a por
a + e, y se expresara la cantidad maxima o minima
por medio de a y e, en términos de cualquier grado;

4. Se “adigualara” para hablar como Diofanto, las dos
expresiones de la cantidad maxima o minima;

5. Se eliminaran los términos comunes de ambos lados,
tras lo cual resultara que a ambos lados habra
términos afectados de e o de una de sus potencias;

6. Se dividiran todos los términos por e, o por alguna
potencia superior de e, de modo que desaparecer la
e, de al menos uno de los términos de uno cualquiera
de los dos miembros;

7. Se suprimirdn, a continuacion, todos los términos
donde todavia aparece la e 0 una de sus potencias, y
se iguala lo que queda, o bien si en uno de los
miembros no queda nada, se igualard, lo que viene a
ser lo mimo, los términos afectados con signo
positivo a los afectados con signo negativo;

8. Laresolucion de esta Ultima ecuacion dard el valor de
a, que conducira al madximo o minimo, utilizando la
expresion original.

Fermat compartio con Descartes el método esencialmente
como se usa hay, es decir, encontrando maximos y minimos donde
la derivada de la funcion es 0. De hecho, debido a este trabajo

5
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Lagrange®* afirmo claramente que €l consideraba a Fermat como el
inventor del célculo. Este método lo ilustr6 hallando un punto de un
segmento que hace maxima el area de un rectangulo. Sin embargo,
esto significa extrapolar demasiado el contenido estricto del método.
Lo que estamos haciendo es interpretar con nuestra mirada de hoy lo
que hizo Fermat. Ya que, en primer lugar, Fermat no pensaba una
cantidad como una funcion, y por eso habla de “cantidad maxima o
minima”, no de una funcidon que alcance un maximo o un minimo.
Para este momento Fermat no tiene clara la nocion de variable
independiente. El esta pensando en una ecuacion algebraica con dos
incégnitas que se interpreta como segmentos, es decir, magnitudes
lineales dadas. Fermat tampoco dijo nada acerca de que fuese un
infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequefia, y el método no
implica ningin concepto de limite, sino que es puramente
algebraico. Aqui se resalta que esta forma de calcular tangentes por
Fermat, cred inconformidad especialmente en Descartes, quien
objetaba que este método comentando que esta forma de hallar
tangentes no era una aplicacion del calculo de maximos y minimos.
Sin embargo, los problemas a los que Fermat aplicé su método son
problemas de construcciones geométricas mas que de optimizacion
de cantidades.

Fermat utilizé el método desde un incremento muy pequefio
y plante6 una ecuacion algebraica, que habia utilizado para hallar
maximos y minimos, usados al resolver el problema de la tangente.
Para entender el método que utilizé Fermat, observemos el siguiente
ejemplo en términos modernos: Dada y=f(x), Figura 13, para
determinar la tangente en el punto (Xo; Yo), se hace un pequefio
incremento que llamaremos Ax a partir del punto H, de ello,
F=a+Ax.

34 Joseph Louis Lagrange, matematico, fisico y astrénomo italiano. Demostré el teorema del valor medio, desarrollé
la mecénica Lagrangiana y tuvo una importante contribucién en astronomia (O'CONNOR, 2006).
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Figura 13 - Método usado por
Fermat para calcular la tangente en un punto

ol

/'/-— c v=1/)
(xx0, wo) /

B

A Ax

- -

D a H F

Fuente: Elaboracidn propia.

Al construir los tridngulos DGF y DBH se observa que son
semejantes. Usando la teoria de proporciones concluye que:

HB _FG
HD ~ FD’

implica que:

&_f(x0+Ax)
a a+ Ax

de donde obtiene:

(a+Ax)f(xo) = alf (xo + Ax)],

7
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equivalente a tener:

f(xo)Ax = a[f (xo + Ax) — f(x0)],

para finalmente llegar a:

f(xo) _ f(xo + Ax) — f(x0) N

a Ax

Posteriormente simplifica términos semejantes en f(x, +
Ax) — f(x,), divide por Ax y desprecia términos donde aparezca Ax,
de forma similar hace Ax = 0, que produce como resultado la
pendiente de la tangente en (Xo; Yo). Aqui se resalta que este cociente
diferencial es el que se usa actualmente para calcular la pendiente de
la recta tangente. Con este cociente diferencial se evalua la derivada
en un punto, que Matematicas Modernas notamos f'(x,). Lo que se
esta mostrando es que el método de Fermat es equivalente a calcular:

f(xo+Ax)—f(x0)

f'(x0) = Al}crfo »

reitero que, el método de Fermat no implicd ningun concepto de
limite, dado que fue de caracter algebraico. Otro elemento a destacar
de este trabajo es que en Matematicas Modernas se toma f'(x,) =
0, como el procedimiento que se utiliza para hallar los maximos y
minimos ordinarios de una funcion f (x), siempre que la funcién sea
diferenciable. Ahora bien, para calcular tangentes, determind la sub
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tangente a una parabola haciendo uso de su método para maximos y
minimos, Figura 14.

Figura 14 - Método de Fermat para
célculo de la sub tangente en un punto dado

O
> 1
P /
Zafim N
E
T 3 Q Q

Fuente: Elaboracidn propia.

El segmento TQ es la sub tangente a la parabola en un punto
dado P. El vértice de la pardbola es V. Teniendo en cuenta que los
triangulos TQP, y TQ1P1 son semejantes, resulta teniendo en cuenta:

Lo TG
PQ TQ

Ahora la propiedad de la parabola:

VQ: _ PQ/*
vQ  TQ?

9
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y que P1Q1 < T1Q1 deduce que:

VO, PiQy°
vQ — TQ%"

Supone VQ=a, que es la abscisa de la parabola en P, conocida
porque se conoce P. Indica que si se hace TQ = x que es la sub
tangente que desea calcular, y QQ: = e. Aplica su método de
maximos y minimos, sustituye esta desigualdad por la igualdad aax®
+ ex? = ax? + 2aex + aex simplificando términos y dividiendo por e
obtiene x>~ 2ax + ae, elimina el término que queda en e, iguala y
simplifica por x, para obtener que x = 2a, resultado ya conocido de
la antigliedad y que expresa que la subtangente es el doble de la
abscisa.

Fermat probd que el area bajo la curva y = x™ cona < x <
b esigual a:

bn+1 _ an+1

n+1

para cualquier nimero racional n distinto de -1. Basandose en
propiedades de las progresiones geomeétricas y en que, dada una
progresion geométrica decreciente a', a?, -+, ar, ---, de suma S,
obtiene la igualdad:

a, —a; a,

a, S—a;
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Usa construcciones geométricas y propiedades de las
progresiones para realizar la cuadratura de hipérbolas de orden
superior, como x2 - y = k (k = Contante). De este modo, concluyd
que el &rea bajo esta curva es igual al area de un rectangulo dado. Su
procedimiento en notacion moderna, para calcular el area de la
region no limitada de lacurvax?-y=kylasrectasx=ayy=0es
el siguiente: Sobre el eje x se toman puntos con abscisas a, ar?, ar®,

..., armcon r > 1. Se construyen los rectangulos de base ar"** — arn

1 , ,
y altura ek Por tanto, las areas de estos rectangulos son:

2 3

ar—a r—1 ar
— =

—ar r—-11a—ar* r—1 1

a a ' ar?  a r &t a ¥
identifica que las éareas de los rectangulos forman una progresién
geométrica decreciente, cuyo primer término es (r—1) a y la razén
es 1r. La suma de estas areas serd, por tanto:

Infiere que mientras mas proximo este r de 1, mejor
aproximaran los rectangulos el &rea que se quiere calcular. Lo que,
en términos actuales, es el equivalente al limite cuando r tiende a

- 1 , .
uno de esta suma, que equivale a -y representa el area bajo la curva.

Las infinidades de Roberval

Estos aportes relacionados con la integral de Cavalieri
inspiran en 1634 a Roberval a utilizar esencialmente el método de
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los indivisibles para obtener el area encerrada bajo un arco de
cicloide. Denomind a su método el “método de las infinidades”,
Figura 15, aunque lo titul6 de Traité des Indivisibles.

Figura 15 - Método de las infinidades de Roberval

C . T B
//-""_'__ -L""-\..\\ _'_'__,_,_,-——":-':-’::?r
/ @ \ ___d_,f“ffx ,-"”'?BF; s
II -’/Tf-f f__,.»"'
[ - ~" F -
|I / ) /
M D "rP .r"r .-"j Q
\_H |III _.’.é,:___'___-f"'
] ’ A

Fuente: Elaboracion propia. Basada en: Mateus-Nieves (2022a, p. 1598).

Sea OABP el area situada bajo la mitad de un arco de
cicloide. El diametro de la circunferencia generatriz es OC y P es un
punto cualquiera del arco. Se toma PQ=DF. El lugar geométrico
descrito por Q se llama curva asociada a la cicloide. (La curva OQB
es, en notacion actual, y = a sen (x/a), donde a es el radio de la
circunferencia generatriz, con tal que el origen esté en el punto
medio de OQB y el eje OX sea paralelo a OA). La curva OQB divide
al rectangulo OABC en dos partes iguales porque a cada linea DQ
en OQBC le corresponde una linea igual RS en OABQ. Entonces
puede aplicarse el principio de Cavalieri. El rectangulo OABC tiene
su base y su altura iguales, respectivamente, a la semicircunferencia
y didmetro de la circunferencia generatriz; por lo tanto, su area es el
doble de la circunferencia. Entonces OABQ tiene la misma area que
la circunferencia generatriz. Ademas, el area entre OPB y OQB es
igual al area del semicirculo OFC porque de la misma definicion de
Q se tiene que DF=PQ, de modo que estas dos areas tienen el mismo
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ancho en todas partes. En consecuencia, el area encerrada debajo del
semiarco es una vez y media el &rea de la circunferencia generatriz.
También obtuvo: el area encerrada en un arco de la curva seno; el
volumen generado por la revolucion del arco alrededor de su base;
otros volumenes conectados con la cicloide y el centro de su area 2.

En 1630 Mersenne propuso a los matemaéticos de la época
encontrar la cuadratura de la cicloide. Trabajo realizado por
Roberval en 1634, utiliz6 esencialmente el método de los
indivisibles de Cavalieri. Recordemos que la cicloide es la curva que
describe un punto de una circunferencia que rueda sin deslizar,
Figura 16.

Figura 16 - Cuadratura de la cicloide por Roberval

]

o ar M

=

Fuente: Wubing (1979, p. 149).

Sea QMNS la mitad de un arco de la cicloide generada por el
circulo de radio r centrado en 0. El area del rectangulo QMNP es el
doble del area del circulo. Se construyen segmentos de linea
infinitesimales horizontales AB, con longitud determinada por la
distancia horizontal entre el diametro PQ y la circunferencia. Cada
punto C de la cicloide es sometido a una traslacion horizontal hasta
el punto D, segun el correspondiente segmento AB = CD, y asi se
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obtiene la curva QRN, llamada compariiera de la cicloide. Por la
construccion realizada, las secciones horizontales del semicirculo y
de la region comprendida entre la cicloide y su curva compafiera son
segmentos de igual longitud, por lo que dicha regién tiene area igual
a la mitad del circulo. Por otra parte, la curva compafiera de la
cicloide divide en dos partes iguales al rectangulo QMNP, pues,
como Roberval demostro, las secciones horizontales de altura a y 2r
— a dan en cada una de las partes en que dicha curva divide al
rectangulo, segmentos iguales XY y UV. Se deduce asi que el area

. . . 1 3
encerrada por la mitad de un arco de cicloide es mr? + Enrz = E”TZ

por tanto, se concluye que el &rea encerrada por un arco de la cicloide
es tres veces el area del circulo que la genera £. A pesar de esto, los
matematicos de la época no se mostraban de acuerdo acerca del valor
que habia de dar al método de los indivisibles, la mayoria lo
consideraban como un método heuristico y se llego a creer que era
aun necesaria una demostracion por exhauscion.

LOS APORTES DE TORRICELLI

En 1630 Roberval 'y  Torricelli  descubrieron
independientemente un método para calcular tangentes por medio de
consideraciones cinematicas apoyados en dos ideas basicas:
considerar una curva como la trayectoria de un punto movil que
obedece a dos movimientos simultaneamente; y considerar la
tangente en un punto de la curva como la direccion del movimiento
en ese mismo punto. Si la razén entre las velocidades de los dos
movimientos es conocida, la direccion del movimiento resultante se
puede hallar mediante la ley del paralelogramo, a pesar de que
antiguamente Arquimedes habia usado un método analogo para
trazar tangentes a su espiral (Figura 17).
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Figura 17 - Tangente a la cicloide

Fuente: Elaboracién propia.

Considera una cicloide como la curva que describe un punto
de una circunferencia que rueda sin deslizar. EI punto que genera la
cicloide tiene una velocidad angular igual a la velocidad de avance
horizontal, por tanto, su tangente en un punto P se obtiene sumando
el vector tangente a la circunferencia generadora en P y un vector
horizontal en P, ambos vectores tienen igual médulo. Esta idea de la
tangente solamente podia aplicarse a curvas mecéanicas, dado que
relaciona geometria y dindmica al estilo de Galileo. Lo interesante
de este trabajo es que permite observar que con este método usado
para calcular areas, volimenes y otras cantidades comenz6 con
modificaciones del método exhaustivo griego. De forma anéloga al
proceso usado por los griegos que usaron diferentes tipos de figuras
rectilineas aproximantes, en el siglo XVI fue adoptado un
procedimiento sistematico utilizando rectangulos. Veamoslo desde
una situacion particular: supongamos que se quiere calcular el area
situada por la parabola y = x? con 0 < x < B, Figura 18; se observa
que la medida del ancho de estos rectangulos se hace cada vez mas
pequefia, por lo que la suma de las areas de los rectangulos se
aproxima al area contenida bajo la curva. Esta suma, si las bases son
todas ellas de ancho d, y si se utiliza la propiedad caracteristica de la
parabola que la ordenada es el cuadrado de la abscisa, equivale a:
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d-d?+d2d)?+d(Bd)? + -+ d(nd)?

o lo que es lo mismo d3(12 + 22 + --- + n?). Recordemos que la
suma de las potencias m-ésimas de los primeros n nimeros naturales
ya habia sido obtenida por Pascal y Fermat para ser usadas en tales
problemas; por ello se hace natural sustituir la Gltima expresion por

53 2n® +3n%+n
6 )

al suceder d por la longitud fija OB dividida por n, se obtiene:

Figura 18 - Area bajo una parabola

r = m

.

(@d)’

Fuente: Elaboracion propia.



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Siguiendo esta forma de razonar es posible despreciar los dos
ultimos términos cuando n es infinito y se obtiene un resultado
correcto. Es de aclarar que, para la época, el proceso de paso al limite
no habia sido introducido todavia (apenas se percibia rudamente) y
por lo tanto el despreciar términos como los dos ultimos no estaba
justificado. Situacion que generd desconfianza en el trabajo. Este
enfoque que fue mostrado por Stevin en 1586 en su obra Statics,
también fue seguido por Fermat, que para 1636 ya conocia que:

an+1
fx” dx =
n+1

para todo n racional excepto -1. En la misma direccién de trabajo,
para 1658 Pascal considerd algunos problemas sobre la cicloide,
Figura 19. Calculo el area de cualquier segmento de la curva cortada
por una recta paralela a la base, el centroide del segmento y los
volumenes de los solidos generados por esos segmentos al girar
alrededor de sus bases (YZ en la Figura 19) o de una recta vertical
(el eje de simetria). Trabajo sobre areas encerradas bajo curvas de la
familia y = x™, sumé pequefios rectangulos en la forma del método
anterior, aunque su trabajo y resultados fueron enunciados
geométricamente. Comparti6 problemas que habia resuelto como un
reto para otros matematicos, junto a sus propias soluciones bajo el
pseudonimo de Dettonville por temor a las criticas de sus
contemporaneos.
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Figura 19 - Consideraciones
de Pascal sobre la cicloide

Fuente: Elaboracién propia.
LOS METODOS ANALITICOS EN CALCULO DE WALLIS

Wallis* fue de los primeros en introducir métodos analiticos
en el célculo al intentar calcular el area del circulo, analiticamente
obtuvo una nueva expresion de . Calculé el area acotada por los
ejes, la ordenada en x y la curva para las funciones y = (1 — x)™,

«, 0 I3 1
paran = 1, 2, 3... lo que le permiti6 obtener areas x,x — §x3 +
1 3 3 1 .
Ex5,x - §x3 + §x5 —~x” ... respectivamente. Cuando x = 1 estas

, 1 8 48
areasson1,-,—,—,
27157105

1 . ., . ., . . .
(1 — x2)z. Por induccion e interpolacion, Figura 20, calcul6 su area
y, mediante complicados razonamientos posteriores llego a:

--- pero la circunferencia estaba dada por y =

35 John Wallis (1616-1703).
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8 .
— (WALLIS, 1685, p. 21). £.

7'[_ . . . . . . .
2 1:2:-2:5:5-7-7-9

Figura 20 - Calculo analitico del area de un circulo por Wallis

Fuente: Elaboracion propia.

Gregorio de San Vicent® en su obra Opus Geometricum
(1647) proporcioné las bases para el enlace entre la hipérbola
rectangular y la funcién logaritmo. Empleando el método exhaustivo

p . 1 .
demostro, que si paralacurvay = - las x; se eligen de modo que las

areas a, b, c, d... son iguales, entonces las y; estan en progresion
geométrica. Significa que la suma de las areas desde x, hasta x;,
cuya suma forma una progresion geométrica, es proporcional al
logaritmo de los valores de las y; lo que, en notacién actual equivale

X dx . .y
a fx°7 = k - logy. Sin embargo, se aclara que la observacion que

las areas pueden interpretarse como logaritmos se debe a Alfonso de

36 Gregorio de San Vicent (1584-1667). Jesuita y matematico y gedmetra belga (BOYER, 2010).
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Sarasa®’ quien las postulé en Solutio Problematis a Mercenno
Propositi en 1649.

Wallis expuso su tratado de Algebra en 1655 dentro de su
obra “La Aritmética de los infinitos (Arithmetica infinitorum)”
donde aritmetiza el método de los indivisibles de Cavalieri.
Consider6 muchas propiedades sobre las secciones conicas, a pesar
que no mostro realmente su célculo, ya que los argumentos eran
principalmente de geometria sintética, si logré que fuera rotado entre
los matematicos de la época incluyendo a Leibniz. Lo interesante de
ese trabajo fue la presentacion de la integracion aritmética de Wallis.
Para ilustrar y comprender el método consideremos calcular el area
bajo la curva y = x* para k = 1,2,3, -, sobre el segmento [0, a]
(Figura 21).

Figura 21 - Método de Wallis para

calcular el area bajo la curvay = x*
b [
K
i
ak
F o o B

Fuente: Mateus-Nieves (2022a, p. 1610).

7 Alfonso Antonio de Sarasa. (1618-1667) Matematico Jesuita belga que contribuy6 al entendimiento de los
logaritmos, particularmente como éreas bajo la hipérbola.

90



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Desde métodos analogos a los empleados por Cavalieri,
Wallis considera la regién PQR formada por un nimero infinito de
lineas verticales paralelas, cada una de ellas con longitud x*. Divide
el segmento PQ = AB = a en n partes de longitud h = % donde n es
la suma de estas infinitas lineas; observa que son del tipo Ok + hk +
(2h) k + (3h) k + --- + (nh)k. Por analogia determina que el &rea del
rectangulo ABCD es: ak + ak + ak + --- + ak = (nh)k + (nh)k + --- +
(nh)k la razdn entre el area de la region PQR y el rectangulo ABCD
es:

drea PQR 0k + 1k 4+ 2k 4 ... F nk
drea ABCD ~  nk+4+nk + .-+ nk

resultado que lo lleva a estudiar el valor de la expresion para n =

o038; posteriormente analizd6 varios casos para k=1,2,3
considerando en cada situacion sumas para distintos valores de n=1,
2, 3, 4. Observd ciertas regularidades en las mismas, pero de una
forma limitada, con pocas bases asever6 que para n = co y para
todo k =1, 2,3 ...se verifica que:

1 0F + 1K + 2k 4 ... 4+ nk
k+1  nk+nk4.4nk

)

de donde naturalmente, deduce el valor del area de la region PQR
como:

38 Wallis introdujo en 1655 en su obra De Sectionibus Conics, el simbolo « con el significado de infinito. Que se
mantiene hasta hoy.
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area PQR  area PQR 1
area ABCD  ak*'  k+1

k+1

entonces area PQR = iﬂ para k = 1, 2, 3, a pesar de que este

resultado ya era conocido anteriormente, Wallis no se detuvo y
generalizo la validez de la igualdad:

1 04142 4. 4
k+1  nk4+nk4.4nk

a todos los exponentes racionales positivos. Observé que, dada una
progresion geométrica de potencias de x, por ejemplo, 1 x® - x° - x’
.-+ la correspondiente sucesion de indices 0, 3, 5, 7, ... forman una
progresion aritmética. De ahi dedujo que o(fk) = K, esta
observacidn parece trivial, pero le permitié dar un paso al frente, de
manera que desde la interpolacién establece (sin demostracion) que
una conclusién analoga se obtiene para la progresion geométrica:

LV (V) (V)"

x de manera que la sucesién de sus indices debe formar una
progresion aritmética, lo que necesariamente implica que debe ser

o ((‘{/E)p) = s parap = 1,2,3, -, q. De esta forma obtuvo
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() + (VD) + (VD) 4+ (V)
it (Vn)° + (Vr)" + -+ (Vn)©

1
_B_'
q

Situacion que le permitio quedar convencido de la validez de
su método, que posteriormente seria conocido como interpolacién
de Wallis, que solo llego a tener importancia en el siglo XVIII. El
método fue un intento para resolver el problema: Dada una sucesion
Py, definida para valores enteros de k, encontrar el significado de P«

cuando « no es un numero entero. Situacion que lo llevo a afirmar
. a ar+1 L.
que la igualdad fo x"dx = — No es valida solamente para

exponentes r racionales, sino para otros como r°, pero, naturalmente
por las limitaciones de la época, no pudo dar ninguna justificacion.
Al revisar su obra se observa que usando raciocinios analogos

. P . 1 . .
intento calcular la integral fo Vx — x? dx que representa el area bajo

.. . 1 .
la semicircunferencia de centro (5, O), y radio r = 2, cuyo valor es

g. Intentd obtener dicho resultado evaluando directamente la

integral, pero no logré tener éxito en ese trabajo que, Newton hubo
de resolver posteriormente, lo que si se destaca aqui es que sus
resultados le llevaron a obtener la llamada formula de Wallis
conocida como:

2_1.3.3.5.5.7.7.
T 224466+

A pesar de estos avances, en la comunidad matematica se
mantenia firme la necesidad de rectificar la solucion al problema del
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calculo de la longitud de una curva y dar rigurosidad a los
fundamentos del naciente calculo. En primer lugar, porque no creian
que una curva pudiera tener la misma longitud que un segmento de
recta construible. Incluso Descartes pensé que era un problema del
que era posible que no tuviera solucion. Sin embargo, la historia
muestra que se logro la rectificacion de esta y otras curvas. Entre los
afos 1657 y 1659, Neil rectifica la parabola semicubica y? = x3;
Wreu rectifica la cicloide, Fermat hace lo propio con otras y Gregory
en 1668 da un método general para rectificar curvas en general.
Valerio y Stevin crean los primeros resultados, inscribiendo
poligonos, aumentando el nimero de lados y disminuyendo asi la
longitud de estos; se ayudaban de curvas auxiliares y métodos
esféricos para calcular las sumas que se obtenian. Los alcances de
las operaciones iniciales con infinitesimales logradas, fueron
inspirados por problemas matematicos y filosoficos sugeridos desde
las épocas de Oresme, Eudoxo, Arquimedes, Aristételes, Platon,
Tales de Mileto, Zenon y Pitagoras. Sin embargo, ya en la edad
media, con la invencion de la geometria analitica, habia una enorme
variedad de nuevas curvas para cuyo estudio no servian los métodos
tradicionales. Situacion que hizo que los matematicos del siglo XVII
se vieran en la necesidad de inventar nuevas técnicas para calcular
tangentes. En el periodo de 1630 a 1660 empiezan a usarse técnicas
en las que podemos apreciar el uso de derivadas. Suelen ser técnicas
especificas para resolver problemas concretos de forma empirica.
Con frecuencia dichas técnicas no eran justificadas, simplemente, se
comprobaba que proporcionan soluciones correctas. Los encargados
de enfrentar este tipo de nuevas situaciones dieron origen a lo que
aqui llamaremos el calculo de Newton y el Calculo de Leibniz, que
miraremos al detalle més adelante en este documento.
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LA OBRA DE PASCAL, HUYGENS Y EL METODO DE
DESCARTES

Entre los diferentes trabajos que Pascal publicd se destacan
tres: Traité du triangle arithmétique donde presenta el denominado
triangulo de Pascal como una representacion de los coeficientes
ordenados en forma de tridngulo; fue tan amplia la acogida de su
método que se expandié por toda Europa y Asia, entre ellos:
matematicos indios, chinos, persas, alemanes e italianos. En esta
obra también trat6 los coeficientes binomiales, donde por primera
vez formuld explicitamente el principio de la demostracion por
induccién matematica. El Traité des ordres numériques donde
abord6 el orden de los numeros y Combinaisons sobre
combinaciones de numeros.

Observo que su triangulo se puede generalizar a dimensiones
mayores. La version de tres dimensiones se conoce como pirdmide
de Pascal o tetraedro de Pascal, mientras que las versiones mas
generales son llamadas simplex de Pascal. Cabe aclarar que en
geometria un simplex o n-simplex (o simplice), equivale al andlogo
en n dimensiones de un tridngulo. Mas exactamente, un simplex es
la envoltura convexa de un conjunto de (n + 1) puntos
independientes afines en un espacio euclideo de dimension n, esto
es, el conjunto de puntos tal que ningin m-plano contiene mas que
(m + 1) de ellos. Se dice de estos puntos estan en posicion general.
Como ejemplos: un 0-simplex es un punto. Un 1-simplex un
segmento de una linea; un 2-simplex un triangulo (Figura 22); un 3-
simplex es un tetraedro; y un 4-simplex es un pentacron (en cada
caso, con su interior). Por otro lado, un simplex regular es también
un politopo regular. En general, un n-simplex regular puede
construirse a partir de un (n — 1) simplex regular conectando un
nuevo Vvértice a todos los vértices originales por la longitud comudn
del lado. Obsérvese que la envoltura convexa de cualesquiera m de
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los n puntos también es un simplex, llamado una m-cara. Las 0-caras
se llaman vértices; las 1-caras, lados; las (n-1)-caras se llaman
facetas; y la Unica n-cara es el n-simplex en si. Por lo tanto, el
numero de m-caras de un n-simplex puede hallarse en la columna
(m + a) de la fila (n + 1) del Tridngulo de Pascal. Este trabajo es
de tal importancia que se pude inferir fueron los primeros vestigios
de lo que hoy, en matematicas modernas conocemos cOomo
Topologia, veamos la presentacion de un simplex estandar en
términos de las matematicas modernas dado que ayudan a
comprender la extension e importancia del trabajo de Pascal:

Un n — simplex estandar es un subconjunto de R™** dado
por:

A= {(tO' tll"':tn) = Rn+1 ;2 ti = 1' ti >0 Vl}
i

quitando la restriccion t; = 0 en la condicion anterior, se obtiene
un subespacio n-dimensional afin a R™** contenido en el n-simplex
estandar. Las coordenadas t;son llamadas coordenadas
Baricéntricas, los vértices del n-simplex estandar son los puntos:

e, =(1,0,0,--+,0)
e; = (0,1,0,---,0)

e, =(0,0,0,--,1)

gue representan un mapa canénico desde el n-simplex estandar para
un n-simplex arbitrario con vértices (vy, v, -+, 1,,) dado para
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(tO' by, tn) - E tiv;
i

donde los coeficientes t; son llamados baricéntricas de un punto en
el n-simplex. Este simplex general regularmente se conoce como n-
simplex afin, que generaliza el mapa canoénico en una trasformacion
afin. En algunas ocasiones se denomina n-simplex afin orientado
para enfatizar que el mapa candnico puede ser de orientacién
preservada o revertido.

Figura 22 - 2-simplex estandar en R3,
equivalente a un tridngulo en el espacio

Fuente: Elaboracion propia.
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En este apartado es importante establecer un paralelo entre el
triangulo de Pascal y el binomio de Newton. Se observa que en el
triangulo de Pascal todas las cifras escritas en cada fila corresponden
a los coeficientes del desarrollo de las potencias del binomio de
Newton.

(a +b)? =1a? + 2ab + 1b*
(a £ b)3 =1a® +3a?b + 3ab? + 1b3

con estos ejemplos se concluye que la serie de la expresion general
que los desarrolla es:

(a+b)*=a"+a" b +a"%h? +---+ b"

de esta forma, los coeficientes desarrollados de la forma (a + b)™ se
encuentran en lafila (n + 1) del Triangulo de Pascal. Lo que permite
generalizar este resultado para cualquier valor n € N por induccion
matematica. Ahora bien, si a cada nodo de este tridngulo en cada fila
lo denominamos z, queda la serie que describe la expresion general:

(a+b)" = z;a™ + z,a™ b + zz3a™2b% + -+ + z,b"

dondezeN, yl1<z<n.

Esta construccion del triangulo esta relacionada con los
coeficientes binomiales segun la formula, también llamada regla de
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Pascal, conocida hoy como combinatoria. Esta formula o regla
explica que los coeficientes, nodos del arbol, de una fila dada del
triangulo, se pueden calcular con la férmula combinatoria de

combinaciones de n elementos de k en k; expresado
" n , . ..,

matematicamente como (k) donde neslafila-1y k laposicion en

la fila. Esta comparacion entre combinatoria y el triangulo de Pascal

viene dada por la regla general antes mencionada

n
(aib)"zZ(Z)a”_kbk, VvO<k<n nkeN
k=0

Por ejemplo, para el binomio 2, se tiene lo siguiente:

e Quedarian tres nodos (elementos compuestos por a, b
y coeficiente correspondientes) en la ecuacién
desarrollada del binomio, nimero que se refiere a la
fila en la que se encuentra:

= 1a? + 2ab + 1b?

e Si se expresan los coeficientes del tridngulo de la
forma combinatoria queda:

o)

fila correspondiente a (a + b)?

cuyo triangulo correspondiente es:
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Huygens3® es considerado pionero en el estudio de la

probabilidad, en 1656 publicé el libro Razonamientos sobre los
juegos de azar (De ratiociniis in ludo aleae), donde introdujo
conceptos importantes como la esperanza matematica; resolvio
algunos de los problemas propuestos por Pascal, Fermat y De Méré.
Su obra fue estudiada profundamente por Jakob Bernoulli en su Ars
Conjectandi. Resolvié numerosos problemas geométricos como la
rectificacion de la cisoide y la determinacion de la curvatura de la
cicloide. También esboz6 conceptos acerca de la segunda derivada.

Dedic6 su vida a la investigacion y resolucion de
incertidumbres. Su pasion por la observacién astrondmica lo llevé a
construir lentes de grandes longitudes focales e invent6 el ocular
acromatico para telescopios, perfecciond lentes de aumento y fabricd
telescopios, con ellos descubrié un anillo alrededor de Saturno, y
Titan, una de sus lunas; su estudio sobre péndulos y Optica, derivaron
en la mejora de los telescopios de esa época, situacion que motivo y
despertd el interés en Newton por este trabajo. Huygens vio la
necesidad de medir el tiempo con exactitud para poder describir y
determinar sus observaciones lo que le condujo a desarrollar el
primer reloj de péndulo. En su obra Horologium Oscillatorium
calculo la longitud del péndulo simple y el periodo de oscilacion
equivalente, luego describié una solucion al problema del péndulo
compuesto. Pascal, al conocer el trabajo sobre el péndulo de
Huygens lo relaciond con el trabajo adelantado sobre la cicloide y la
parabola, desarrollando asi el concepto envolvente de familias de
curvas. Huygens explico las leyes de fuerza centrifuga para el

39 Christiaan Huygens (1629-1695), astrénomo, fisico, matematico e inventor neerlandés.
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movimiento uniforme en un circulo. Ide6 el resorte espiral,
fabricando el primer reloj de bolsillo. Construyd un crondémetro
portatil con la intencidn de facilitar a los marinos el célculo de la
longitud geogréfica en el mar. Fue el primero en teorizar y formular
las leyes correctas sobre la colision elastica, expresadas en su trabajo
De motu corporum ex percussione, hallazgos que fueron publicados
en 1703, después de su muerte.

Luego de su encuentro con Newton y compartirle sus
avances, publico su tratado sobre la teoria ondulatoria de la luz,
donde aseguré que la luz es un movimiento vibratorio. Basado en su
teoria, pudo deducir las leyes de la reflexion y la refraccion, que le
permitieron encontrar explicacion sobre la doble refraccion; fue de
los primeros en incursionar en el campo de la dindmica, mejord y
perfecciond los trabajos que habian realizado Galilei y Descartes.
Otras dos situaciones que persuadieron de forma significativa a
Newton para su posterior estudio y formalizacion sobre la naturaleza
de luz y la cinematica del movimiento.

Descartes en su Géométrie de 1637 produce un método para
determinar la normal a una curva basado en la doble interseccion.
Aunque su principal interés estaba en solucionar el problema de las
tangentes, su procedimiento fue menos infinitesimal que el de
Fermat y radico en trazar la circunferencia con centro en el corte de
la normal a la curva (en el punto que se considere) con el eje de
abscisas y que pase por el punto en cuestion. Se impone la condicion
que la circunferencia no corte a la curva en ningun otro punto, de
esta manera se tiene como tangente la de la circunferencia en este
punto. Este método es util para curvas como y = f(x) tales que

(f(x))2 sea un polinomio sencillo. Lo que se observa aqui es un
retorno a la situacion griega, completamente estatica. Hacia 1650, se
consiguid determinar la tangente a algunas curvas por métodos
“cinematicos”. Para ello se presentaba la curva en forma paramétrica
(con parametro el tiempo) y se interpretaba la velocidad como la
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suma vectorial de las velocidades segun los ejes. Asi se logré
determinar la tangente a la cicloide, a la pardbola y a la elipse. De
Beaune extendio este método y lo aplico a las tangentes; en este caso
la doble interseccion se convierte en raices dobles. Hudde descubrio
un metodo mas sencillo, Ilamado las Reglas de Hudde, que involucra
la derivada. Estas reglas, basicamente son dos propiedades de raices
polinémicas. En términos de Buss (1979, p. 95) el trabajo de Hudde
es:

Si r es una raiz doble de la ecuacion polinémica

apx™ +a;x" 1+t a,_x+a, =0

y Si by, by, by_1, b, SON nUmeros en aritmética progresion,
entonces r es también una raiz de

aoboxn + alblxn_l + -+ an_lbn_lx + anbn = 0.

Esta definicion es una forma del teorema moderno que
menciona: si r es una raiz doble de f(x) = 0, entonces r es una raiz
de f'(x) = 0.

1. Siparax = a el polinomio agx™ + a;x™* + -+
ap_1x + a,

tiene un maximo relativo o minimo valor.

2. Entonces a es una raiz de la ecuacion
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nagx™ + (m — Da;x™ 1 + -+ 2a,_,x* + a,_1x =0

La regla dos es una modificacion del teorema de Fermat en
la forma que si f(a) es un valor maximo relativo o minimo de un
polinomio f(x), entonces f'(a) = 0, donde f' es la derivada de f.

El método de Descartes para dar solucion al problema
geométrico de rectas tangentes se baso en la construccidn previa de
la recta normal, también de forma puramente algebraica. Quedd
presentado en el segundo libro La Géométrie de 1637 en los
siguientes términos:

Encontrar una circunferencia tangente en un punto C
a una curva dada. Esto se hace igualando
circunferencia y curva y obligando a que s6lo se
corten en un punto. Ya que la recta tangente a una
circunferencia es perpendicular a su radio, como
decia Euclides, esta recta es facil de calcular
(DESCARTES, 1637, p. 37).

Se observa un proceder de la siguiente forma (Figura 23 en
la pagina seguiente):
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Figura 23 - Método de Descartes para
determinar la recta tangente a una curva en un punto

A M P

Fuente: Elaboracidn propia.

Considera la curva AFE, toma un punto F sobre la curva F.
Seguido, considera la familia de circunferencias que pasa por el
punto F y que se trazan haciendo centro en diferentes puntos P
ubicados en la prolongacion de AM; con el objeto de encontrar la
normal en dicho punto. Esto en términos de notacion moderna es:
supone que la ecuacion de la curva es x = f(y) = \/} La
circunferencia C, con centro en P y que pasa por el punto F, tiene por
ecuacion (v — y)? + x2? = s2. De ahi que al sustituir x2, se tiene
v —y)?+ ﬁz = s? que equivale a y? + (1 — 2v)y + v?2 —s? =
0. Esta circunferencia corta a la curva AFE en dos puntos, uno es F.
Las dos soluciones de y determinan las primeras componentes de F
y del otro punto que podemos llamar Q; hacemos que haya solo una
solucion Unica cuando el discriminante sea igual a cero, luego:

3 —(1-2v)
B 2
implica que
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y+ E = .

como la recta normal es perpendicular a la recta tangente es decir
mym, = —1, se tiene:

-1 1
m(PF) ~ 2vx

my, = m(Typ) =

De esta forma Descartes desarrollé un método algebraico
para determinar la recta tangente a una curva en un punto, sin
embargo, este méetodo se torna laborioso para curvas con expresion
compleja, por lo cual este método es Util para curvas y = f(x) tal

que (f(x))2 sea un polinomio sencillo. Este método de Descartes y
las Reglas de Hudde tendrian posteriormente una fuerte influencia
sobre Newton. Se resalta que Descartes incorpora nuevas curvas, las
construidas por su mecanismo articulado, esto es las que se pueden
representar mediante ecuaciones algebraicas; para las que existen
procesos que permiten el trazado de sus normales y tangentes, pero
excluye aquellas curvas que no puedan ser representadas mediante
ecuaciones, que denomina mecénicas y que mas tarde Leibniz
[lamara trascendentes.

LOS APORTES DE BARROW

Barrow utiliza la idea de la tangente como el limite de las
secantes para aplicar el método de Fermat a curvas dadas en forma
implicita: f(x,y) = 0 a pesar de que mantenia la idea griega que la
tangente era la recta que cortaba a la curva en un solo punto. A pesar
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de ello planted la idea de primitivas en los siguientes términos: Dada
una funcion h:[a, b] - R, cualquier funcién H: [a, b] — R que sea
continua en [a, b], derivable en (a, b) y verifique que H'(x) = h(x)
para todo x € (a, b) se llama una primitiva de f en el intervalo [a,
b]. Es importante advertir que en matematicas modernas sabemos
que no todas las funciones tienen primitivas. Por ejemplo, una
condicion necesaria que debe cumplir una funcion para tener
primitivas es que dicha funcion tenga la propiedad del valor
intermedio pues, las funciones derivadas tienen esa propiedad, cuya
consecuencia es el teorema del valor medio.

Entre sus aportes se destaca la Regla de Barrow, también
conocida hoy como teorema de Barrow, indica: Sea f:[a,b] - R
integrable y suponiendo que g es una primitiva de f en [a, b]
entonces: f:f(x)dx =g(b) —g(a). En términos de las
matematicas modernas es: la integral definida de una funcidn
continua f(x) en un intervalo cerrado [a, b] es igual a la diferencia
entre los valores que toma una funcién primitiva g(x) de f(x), en
los extremos de dicho intervalo.

Veamos la demostracion en términos de matematicas
modernas: sea P = {a = xo, X1, ***, Xn-1, Xn} UNA particion de [a, b]
aplicando el teorema del valor medio, se tiene:

h(b) — @ = " (hCx) = hGe)) = . £(6) G =) = oF,p).
k=1 =

La igualdad anterior dice que para toda particion P de [a, b]
hay alguna suma de Riemann de f asociada a dicha particion o (f,
p) que es igual a h(b) — h(a). Si ahora tomamos una sucesion {Pn}
de particiones del intervalo [a, b] tales que A(Pn) — 0, tenemos que
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h(b) — h(a) = o (f, p)

para alguna suma de Riemann ¢ (f, Pn) de f asociada a la particion
P, pero sabemos que o (f, p) —>f: f por lo que se obtiene

b

h(b) — h(a)=f foa

a

Un elemento interesante en esta demostracion es que en la
regla de Barrow no supone que f sea continua sino tan solo que es
integrable y que, ademas, tiene una primitiva. Elementos que
permiten inferir que Barrow enuncié claramente la actual definicion
de limite de una funcién. Otro de los aportes a destacar es el
triangulo diferencial de Barrow. Mientras editaba las obras de
Euclides, Apolonio y de Arquimedes, publicd sus propias obras
Lectiones Opticae en 1669 y Lectiones Geometricae en 1670 donde
destacé el uso de la geometria que los antiguos implementaron; en
la Lectiones Geometricae considerado uno de los principales aportes
al calculo, Barrow hace un tratamiento detallado de problemas
incluyendo conceptos como tiempo y movimiento, usa métodos
infinitesimales y métodos de indivisibles. Una de las herramientas a
las que saca un gran partido es el triangulo caracteristico o tridngulo
diferencial (Figura 24). Lo que se destaca aqui es que Newton fue su
colaborador en la edicion de dichas publicaciones, otras situaciones
que nuevamente marcan la influencia en la posterior obra que
desarrollara Newton.
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Figura 24 - Triangulo diferencial de Barrow

e

N M
Fuente: Elaboracidn propia.

Partiendo del tridngulo PRQ, que resulta de un incremento
PR, este tridngulo es semejante al triangulo PNM. La pendiente de

PM . R .
la tangente o &8 igual a IQJ—R. Barrow afirma que cuando el arco PP,

es muy pequefio es posible identificarlo con el segmento PQ de la
tangente en P. El tridngulo PRP1 de la Figura 24, parte derecha, en
el cual PPy es considerado a la vez como un arco de la curva'y como
parte de la tangente, es el tridngulo caracteristico o diferencial. Este
triangulo ya habia sido usado muchas veces por Pascal en otros
problemas de cuadraturas. Barrow lo usa para calcular la tangente a
una curva dada por una ecuacion polindmica f(x,y) = 0, en un
punto de la misma P = (x, y) de la siguiente forma: suponemos P1 =
(x + e, y + a) un punto de la curva préximo a P. Al sustituir estas
coordenadas en la ecuacién f(x,y) = 0, Barrow plantea que es
posible rechazar todos los términos en los que no hay a, o, e (porque
se anulan unos a otros por la naturaleza de la curva). Siguiendo el
proceso rechaza todos los términos en los que a 0 e estan por encima
de la primera potencia, o estan multiplicados ambos (porque, siendo
infinitamente pequefios, no tienen valor en comparacion con el resto.

Después de estas operaciones calcula el cociente %que es la
pendiente de la curva en el punto P.
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Con este procedimiento, Barrow estuvo cerca de descubrir la
relacion inversa entre problemas de tangentes y de cuadraturas, pero
su conservadora adhesion a los métodos geométricos le impidio
hacer uso efectivo de esta relacién, quien logro probarlo fue Newton
unos afios mas tarde. Veamos una adaptacion apoyados en la Figura
25, sobre el trabajo en el que aparece esa relacion, Newton Leccidn
X, Proposicién 11 de las Lectiones Geometricae, p. 156:

Se presentan dos curvas y = f(x) y v = g(x). El
segmento AD representa el eje de las abscisas de
donde se toman valores. La cantidad g(x) representa
el valor del area bajo la gréfica de f comprendida
entre el pinto A y x. Dado un punto de abscisa D, se
trata de probar que la pendiente de la tangente a y =
g(x) en el punto F, es decir en el punto (D, g(D)) es
igual a f(D) = DE.

La demostracion de Barrow es geométrica

%= F(D) = DE, queremos probar que FT es la

tangente a y = g(x) en el punto F, para ello veremos
que la distancia horizontal KL, de cualquier punto L
de la recta EF es menor que la distancia IL, de dicho
punto L a la curva y = g(x) esto probaré que la recta
FT queda siempre por debajo y = g(x).

Como puede observarse la expansion lograda sobre la
aplicacion de estos métodos combinados con los resultados de
Arquimedes se expandieron por la Europa del siglo XVI. Fue la
época en gue se enfrentaron variedad de problemas sin temor al paso
al limite, al infinito ni a los nimeros irracionales. Ello produjo una
fusién de procedimientos con una base muy pobre, pero con
resultados posteriormente potentes. Asi este nuevo calculo no solo
se desarrolla, sino que contribuye a aclarar las ideas acerca de los
objetos con los que se estaba trabajando. Por ello, es indudable que
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el naciente Calculo infinitesimal llegd a constituirse en una de las
grandes conquistas intelectuales de la humanidad, transformo las
matematicas como hasta entonces se conocian; la historia de las
matematicas ya no seria igual: la geometria, el algebra, la aritmética
y la trigonometria, se colocaron en una nueva perspectiva teorica, se
articularon, se expandieron y surgio la necesidad de una justificacion
tedrica rigurosa que las respaldara.

Figura 25 - Teorema fundamental

= f(x)

Fuente: Elaboracién propia.

Es de resaltar que detras de cualquier invento,
descubrimiento o nueva teoria, existe, indudablemente, la evolucion
de ideas que hacen posible su nacimiento. Es muy interesante prestar
atencion en el bagaje de conocimientos que se acumula, desarrollay
evoluciona a través de los afios para dar lugar, en algin momento en
particular a rupturas epistemoldgicas que al ser detectadas a traves
de alguna persona en especial, surgen nuevas ideas, nuevos
paradigmas que conllevan al nacimiento de nuevas ideas, de una
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nueva teoria, que seguramente se convertird en otro eslabén de la
cadena de descubrimientos importantes para el estado actual de la
ciencia y, que merecen reconocimiento. El naciente Calculo
Infinitesimal cristaliza conceptos y métodos que la humanidad
estuvo tratando de dominar por més de veinte siglos, lo interesante
es que los supera cuando identifica rupturas epistemologicas, las usa
para superarlas y se perfecciona. La madurez social, cientifica y
matematica que permitiria fortalecer la construccion de ese naciente
calculo, se da con las obras de Newton y Leibniz.

A pesar que la historia muestra a Newton y Leibniz
considerandolos como los inventores del calculo, estos dos
personajes solo representan un eslabdn en una larga cadena, que
como se menciond anteriormente, fue iniciada desde la antigua
Grecia. Sin embargo, estos dos hombres fueron quienes dieron a los
procedimientos infinitesimales de sus antecesores, la unidad
algoritmica y la precision necesaria como método novedoso y de
generalidad suficiente para su desarrollo posterior, elaborado a partir
de visiones como las de Torricelli o Cavalieri quienes usaron de
manera sistematica técnicas infinitesimales para resolver este tipo de
problemas, compararon areas, volimenes de los “indivisibles” que
conforman una figura con los que conforman otra, deduciendo que,
si aquéllas se hallaban en una determinada relacién, también lo
estaban en esa misma las de las figuras correspondientes. Se
descompuso figuras en indivisibles de magnitud inferior; para
calcular volumenes, se cortaban cuerpos y se midio las areas de las
secciones. Trabajos que suponen una ruptura con los procedimientos
previos de los griegos y los empleados por Kepler o Galileo. Por
ejemplo, la justificacion que hizo Galilei: el espacio recorrido por un
movil es igual al area comprendida entre la curva de la velocidad y
el eje del tiempo. Esta idea fue importante, porque unificO dos
problemas de origenes bien diferentes, la longitud de una curvay el
area bajo otra. O el de Kepler que estudio la manera de hallar el
volumen de cuerpos de revolucion, descomponiéndolos en partes
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indivisibles de la forma adecuada a cada problema, lo que le permitié
hallar el volumen de méas de noventa cuerpos diferentes.

EL CALCULO DE NEWTON, EL DE LEIBNIZ Y UN
PARALELO ENTRE DICHOS CALCULOS

Como se mostré anteriormente, la influencia del trabajo de
los antecesores a Newton fue fuerte en el desarrollo de su obra. Se
destaca que Newton trabajé en diversos aspectos, su vision fue
general e impuso su punto de vista fisico desde la mecénica. Se
destaca que para investigar la razéon de cambio del “momentum”
aclaro lo que entendia por velocidad; la definié como la razén de
cambio de posicion. La solucion que dio a este problema le gener6
un método matematico para investigar la velocidad de cualquier
particula que se mueve en cualquier forma continua. Le proporcion6
permitanme expresar el término, la llave maestra, de todo el misterio
de las razones y su medida que hasta la época no habian podido ser
superadas, esta llave fue: el Célculo Diferencial. Ante la pregunta
¢Cémo se puede calcular la distancia total recorrida en un
determinado tiempo por una particula en movimiento cuya velocidad
varia continuamente de un instante a otro? desde planteamientos
geométricos Newton llego al Calculo integral. Se destaca que
Newton no publicé los trabajos que iba escribiendo, sino que los
divulgaba entre sus alumnos y conocidos, por miedo a las duras y
soberbias criticas de los matematicos de la época. Ya casi al final de
su carrera examind conjuntamente los dos tipos de problemas que
habia abordado y conforme a las experiencias obtenidas con su
maestro Barrow, logré un descubrimiento importante: encontré que
el Calculo diferencial y el Calculo integral estan intima y
reciprocamente relacionados; lo logré estudiando el area bajo una
curva por métodos de anti diferenciacién, primero investigo la
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variacion del area al variar la abscisa. Definiendo lo que en
matematicas modernas conocemos como teorema fundamental del
Calculo usando la propiedad de aditividad del area. Para Newton
todas las funciones eran continuas, ya que se trataba de las
trayectorias de movimientos continuos, dado que era el concepto que
en su tiempo se tenia de continuidad

Unid dos problemas previos: las tangentes y la integracion.
De esta forma relaciond los indivisibles con los métodos de hallar
tangentes. Al hacerlo encontré que los procesos estan intimamente
conexos. Entre los métodos de derivacion encontrados, dejo la regla
de la cadena, entre los de integracion: el de sustitucion y la propiedad
de linealidad. Elementos que le permitieron construir tablas de
derivadas e integrales. Para 1666 introdujo el método de las
fluxiones, hoy conocido como derivadas. Este método es la clave
general en cuya virtud las Matematicas Modernas revelan el secreto
de la Geometria y, en consecuencia, de la naturaleza. El obispo de
Berkeley atribuye a Newton las siguientes palabras: “Si he ido algo
mas lejos que los otros, ello es debido a que me coloqué sobre los
hombros de gigantes™*®. Aqui lo que Newton hace es reconocer el
trabajo de sus antecesores y la fuerte influencia que marcaron en su
vida y obra.

Para tener la perspectiva cientifica e histdrica apropiada de la
fuerte influencia de sus antecesores, debe reconocerse que una de las
contribuciones previas y decisivas al calculo, fue la creacion de la
Geometria Analitica desarrollada independientemente por Descartes
y Fermat. Descartes al principio encontré dificultades con su nueva
geometria. A pesar de ello, busco relacionar esa geometria analitica
con la mecanica; otro elemento a considerar en los aportes de Kepler
y Galilei. De Kepler, sus tres leyes fundamentales del movimiento
planetario, mientras que de Galilei heredé las dos primeras de las

40 Newton, I. «Letter from Sir Isaac Newton to Robert Hooke». Historical Society of Pennsylvania.
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tres leyes del movimiento que serian posteriormente, la piedra
angular de su propia dinamica.

De las conferencias sobre Geometria de su profesor Isaac
Barrow, Newton se ocupd entre otras cosas de sus propios métodos
para calcular areas y trazar tangentes a curvas, que eran
esencialmente los problemas clave de los Calculos diferencial e
integral. La influencia fue tal que, en 1665, Newton muestra que
habia desarrollado suficientemente los principios del célculo para
poder encontrar la tangente y curvatura en cualquier punto de
cualquier curva continua. En ese documento llamé a su método
“fluxiones”, por la idea de “fluir” o cantidades variables y sus
razones de “flujo” o “crecimiento”. De Barrow, Newton aprendio6 a
considerar las curvas desde un punto de vista cinematico: su analisis
de curvas fue un andlisis de puntos en movimiento. Cuando un punto
A se movia a lo largo de una curva, su abscisa X, 0 su ordenada y, o
cualquier otra cantidad variable relativa a la curva aumentaba o
disminuia, cambiaba: fluia. A estas cantidades que fluian las llamé
“fluentes” y a sus velocidades de cambio, a sus variaciones
instantaneas con respecto al tiempo, las llamo “fluxiones”. De esta
manera el célculo estaria fundamentado con un concepto mas
natural, el movimiento y el objeto del mismo seria el de una relacién
entre cantidades fluentes, asi como encontrar la relacion entre sus
fluxiones. En 1676, Newton escribe su tercer manuscrito sobre el
calculo: De quadratura curvarum, que no afiade nada nuevo a lo
escrito en su tratado de fluxiones pero que revela una voluntad de
rigor en el tratamiento de los infinitos.

Hasta ese momento Newton se habria movido en un contexto
heuristico y de descubrimiento. Con las fluxiones evitaba los
peligros de los infinitésimos, pero no se salvaban con ellas
completamente las acechanzas de los procesos infinitesimales, pues
la velocidad instantanea conllevaba un «paso al limite» que no
estaba justificado. Newton queria que su matematica siguiera los
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canones clasicos de la geometria griega. En su Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, quedaba claramente manifiesta
esa voluntad geometrizante de respetar: el rigor euclideo, la manera
de hacer de los antiguos mateméticos griegos, la manera de
Arquimedes. Conservando este legado, el Libro I de los Principia
comienza con unas reflexiones sobre “el método de las primeras y
ultimas razones”, cuya esencia queda reflejada en el Lema I de ese
libro:

Quantities and the ratios of quantities, which in any
finite time converge continually to equality, and,
before the end of that time approach nearer to one
another by any difference become ultimately equal
(NEWTON, 1711, p. 36).

En Mateus-Nieves (2021b) se indica que el objeto de ese
Lema fue mantener el rigor euclideo, evitar las tediosas y largas
deducciones por “reduccion al absurdo” que el riguroso método de
exhauscion de los matematicos griegos exigia. De esta manera, las
demostraciones, que se agilizaban wusando “cantidades”
infinitesimales, vuelven a tener el rigor de lo geométrico con este
método de sumas y razones, Ultimas de cantidades evanescentes, que
es claramente un precursor del concepto de “limite”, mediante el que
Cauchy y Weierstrass, ya a finales del siglo XV1II e inicios del siglo
XIX, daran completo rigor al calculo infinitesimal y que miraremos
al detalle posteriormente. Aqui las nociones fundamentales son las
de variable, funcion y limite. Para Newton, las nociones de variable
y limite fueron intuitivas. Represento variables por letras, igual que
lo hacemos hoy. La palabra funcion (o su equivalente latino), parece
que fue introducida en las Matematicas por Leibniz en 1694. Fecha
desde la que el concepto ha sido precisado con el paso del tiempo. Si
y Yy x son dos variables tan relacionadas que siempre que se asigne
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un valor numeérico a .x; se determina un valor numeérico de y, y se
Ilama funcion uniforme de x, lo simbolizo escribiendo y = f(x).

Newton imaginaba una curva como una ecuacion f(x,y) =
0, donde x e y eran funciones del tiempo; es decir, partia de la imagen
cinematica de curva como trayectoria de un movil. La velocidad en
cada punto tenia como componentes las velocidades segun las
direcciones de los ejes, x e y; funciones que el denominaba
fluxiones. Para hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en

un punto calculaba el cociente % (Hay que sefalar que esta notacién

la us6 solo hasta 1690). De esta manera, calculaba las tangentes
facilmente. Se propuso el problema inverso: conocido el cociente

RII

flx) =

se preguntaba ;como hallar y en funcion de x? para lo que estudié
casos particulares de la funcion f y de las variables que en ella
intervienen. Equivalente a lo que hoy se conoce como resolucion de
ecuaciones diferenciales o anti diferenciacion.

Entre sus principales obras se destacan: Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, publicada en 1687, el tratado
sobre Cuadratura de Curvas, (De Quadratura Curvarum) de 1693,
Opticksen de 1704, y De analysis publicada en 1711 donde expone
la teoria de la gravitacion universal. A lo largo de esta produccién
cientifica se pueden distinguir algunos temas centrales como el
desarrollo en serie de potencias, en especial el desarrollo del
binomio, algoritmos para hallar raices de ecuaciones y de inversion
de series, relacion inversa entre diferenciacion e integracion.
También se identifican elementos centrales en Optica, dinamica,
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alquimia, cronologia de la historia y en la interpretacion de las
sagradas escrituras.

Newton mandd a sus amigos, entre ellos Wallis, en 1669 la
monografia De Analysis con ideas esenciales de su célculo. El
mismo, da un procedimiento para hallar la ordenada de una curva
cuya cuadratura ABD esta dada. El proceso es de alguna forma el
comienzo del célculo diferencial e integral, donde se ve el papel

inverso que juegan la diferenciacion y la integracion. Lo explica con
. . . 2 3
un ejemplo, claramente generalizable: considera la curva: z = X2

para facilitar los calculos, eleva al cuadrado la relacion anterior y
. 4 e ., .
obtiene z% = 6x3’ por la eleccion hecha para v también tiene:

(z—ov)? = %(x +0)3,

esto es:

4
z% + 2zov + 0%2% = 5 (x3 + 3x%0 + 3x0% + 03)

simplificay obtiene z? = %x3. En cada lado de esta expresion divide
por “0” queda:

2zov + ov? = g (3x% + 3x0 + 0?).

luego toma B infinitamente pequefio, lo que implica que v =y, y que
los términos que contienen “0” se anulan, de donde:
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_4
2zy = 3 x“,

1
2,

sustituye ahora el valor de z, y resulta y = x

Newton introduce un método iterativo para resolver
ecuaciones gue llevan su nombre. Toma como ejemplo resolver la
ecuacion: y3 + 2y —5 = 0. Observa primero que y = 2 es una
aproximacion de la solucion. Escribe luego y =2 + p y lo sustituye
en la ecuacion para encontrar: p® + 6p? + 10p — 12 = 0. Como p es
pequefio, elimina los términos p®, 6p?, para obtener 10p — 1 =0, de
donde p = 0,1. De este modo p = 2,1 es la segunda aproximacién de
laraiz buscada. Tomaahorap =0,1 + g, que sustituido en la ecuacion
parap da: q®+ 6 - 3g> + 11.23q + 0,061 = 0. Toma otra vez su parte
lineal 11,23q + 0,061 = 0, obtiene g = —0,0054, lo que da el nuevo
valor aproximado de la solucion y = 2.0946. Newton da un paso mas
en este ejemplo escribiendo -0.0054+r = ¢, y después sustituye en
la ecuacion para g y sigue el mismo proceso hasta llegar de este
modo a la nueva aproximacion y = 2.09455147.

Para el calculo de areas necesitaba conocer los puntos de
corte de la curva con el eje. Con ese motivo invent6 el Ilamado
método de Newton para calcular raices aproximadas y que hoy dia se
sigue usando tal como él lo desarrolld. Hay que sefialar, no obstante,
que él no hace la interpretacion geométrica habitual del método, sino
que su version se basa en realizar pequefias variaciones de la variable
e ir aproximando la funcién como si fuera una serie. Utiliza
funciones implicitas f(x,y), necesita despejar y en funcién de x; de
ahi que su idea para el calculo de raices no sea geométrica, sino que
trata de obtener la variable y como una serie en la variable x, para
después integrar término a término. Este uso no rusticado de las
series (y otros posteriores) no le pasé desapercibido, el resultado fue
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el descubrimiento de las series de sen x y cos x. Lo extiende a su
binomio, para encontrar series trigonométricas. Considera la
circunferencia de radio 1, Figura 26.

Figura 26 - Funciones sen 6 y cos 6

L E

1 —

L] o F o

Fuente: Boyer (1986, p. 29).

Es x = 0Q = sen x, esto es igual a arcsen x, de manera que:
6 = 2 area OQR equivalente a

2[area (ORQP) — area (OQP)] = 2 [foxxﬂ —x2 dx — %xx/l - xz] .

Por el desarrollo del binomio:
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integra término a término y obtiene

x? x5 X7
f=x+——————
e T30 112
invierte la serie y obtiene:
0% 6° 07

XZSGHHZH—E—E—E-F“‘

encuentra luego la serie de cosx = V1 —sen?6. Calcula las
cuadraturas de la cicloide y luego de la cuadratriz, de ecuacion x =
y contsny, primero invierte esta ecuacion para encontrar la serie de
y = y(x) y luego integra término a término.
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En De Analysi per aequationes numero terminorum infinitas,
Newton entregd a su maestro Barrow en 1669 conceptos
infinitesimales que contenian el teorema binomial y sus
descubrimientos relativos a series infinitas, asi como la relacion
inversa entre problemas de cuadraturas y tangentes. En este trabajo
presentd la Relacion fundamental, esto es: supone una curva y llama
z al area bajo la curva hasta el punto de abscisa x (como se ilustra en
la Figura 27), supone conocida la relacion entre x y z; lo importante
aqui es que Newton no usa el significado tradicional de la integral al
estilo de sus predecesores, es decir, no ha interpretado la integral
como el limite de sumas de areas infinitesimales, sino que prueba
que la expresiébn que proporciona la cuadratura es correcta
estudiando la variacibn momentanea de dicha expresion. En otras
palabras, lo que encontro fue que la razon de cambio del &rea bajo la
curva es el cociente,

z(x +0) —z(x)
0

que se hace igual a la ordenada de la curva cuando se hace
infinitésima. En términos actuales, la derivada de z(x) es la funcién
y = y(x). La relacion simétrica entre cuadraturas y derivadas quedd
asi manifiesta, situacion que posteriormente se completd para
conformar lo que hoy conocemos como teorema fundamental del
célculo. De ello, concluyd que, para evaluar cuadraturas, basta con
calcular una antiderivada, el equivalente a lo que hoy llamamos una
primitiva de la funcién y = ().
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Figura 27 - Relacion fundamental segin Newton

d
o
H

Z =Z(x) = area OPB

Fuente: Hall (1958, p. 39).

Leibniz se conoce principalmente por sus estudios sobre la
cuadratura de curvas y desarrollo del célculo diferencial e integral.
De su calculo se destacan las reglas para manipular los simbolos [ de
la integral y d para el diferencial. Esto refleja sus ideas filoséficas
de busca de un lenguaje simbdlico y operacional para representar
conceptos e ideas del pensamiento, de tal manera que los
razonamientos y argumentos se puedan escribir por simbolos y
formulas. También se destacan la relacion entre la suma de
sucesiones con las diferencias de sus términos consecutivos y el
Ilamado triangulo caracteristico.

En una de sus estadias en Paris en 1672 conoce a Huygens,
éste le plante6 el problema de sumar los inversos de los nimeros
triangulares,
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1 1 1 2
e s ST

- 4.1
1 3 6 n(n+1)+

Leibniz observo que cada término se puede descomponer
como

2 ) (1 1 )
nn+1) n n+l1
de donde

OO Y CI PR
2 2 3 '

Tal como hizo en la suma de la serie de los inversos de los
nameros triangulares, considera sumas y diferencias de sucesiones
de nimeros. Observé que dada la sucesion ao, a1, az, -+, an, Si Se
considera la sucesién de diferencias d1, da, -, dn, donde:

di1 = a1 — ai-1entonces di, dz, -+, dn = (a1 — ao) + (a2 —ay) + -+ +
(an — an-1) = an — ao.

es decir, la suma de diferencias consecutivas es igual a la diferencia
entre el dltimo y el primer término de la sucesién original. Por
ejemplo, dada la sucesion de cuadrados 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, ..., n°.
Sus primeras diferencias son: 1, 3, 5, 7, 9, 11, ..., 2n-1. Ya que:
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2—(i-12=2i-1.

Se sigue que la suma de los n primeros nimeros impares es
2 .
n<, asi:

1+3+5+--+(2n—1)=n%

Leibniz utiliza este método y lo relaciona con la serie
geométrica 1, g, g2 +++, g™... que expresa como:

Yooty
1-g¢q

n=0

Este modo de razonar le permitié aplicar a la geometria sus
observaciones de que las sumas de sucesiones y sus diferencias
consecutivas son procesos inversos el uno del otro. Considerd una
curva como la de la Figura 28 donde aparece una sucesion de
ordenadas equidistantes. y1, y2, -+,

124



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Figura 28 - Modelo para la
cuadratura de una curva seguido por Leibniz

.

Y

0

Fuente: Elaboracién propia.

Supuso que la distancia entre estas ordenadas es 1, de ahi que
susumasea yi1 + y2 + -+ + y» una aproximacion de la cuadratura de
la curva, mientras que la diferencia entre dos sucesivas ji da
aproximadamente la pendiente de su tangente. Ademas, cuanto méas
pequefia sea la unidad 1 elegida, mejor sera la aproximacion. Si la
unidad se pudiera elegir infinitamente pequefia, entonces las
aproximaciones serian exactas; la cuadratura seria igual a la suma de
ordenadas y la pendiente de la tangente seria igual a la diferencia de
ordenadas. Leibniz consideré una curva como una poligonal de
infinitos lados donde dy es la diferencia infinitesimal de dos
ordenadas consecutivas, dx la diferencia de dos abscisas
consecutivas, [ y dx representa la suma de los pequefios rectangulos
infinitesimales y dx. De esta forma el teorema fundamental del
calculo aparece como obvio. Esto es, para hallar el area debajo de
una curva con ordenadas y, debemos hallar una curva de ordenadas

d y
z de tal manera que d—j = y, en cuyo caso tambiénes la [y dx = z.

En la primera notacion de sus manuscritos Leibniz escribe: omn. 1
=y Donde omn es omnia, que en latin significa suma, y donde [ son
diferencias. Con ello empieza a desarrollar su calculo y la expresion
simplemente significa que la suma de las primeras diferencias de una
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sucesion que empieza por 0 es igual al dltimo término.
Posteriormente afina su notacién y escribe la anterior relacion
como| vy dy que es la usada actualmente. Para él, el signo integral
no es mas que una S elongada que significa suma. La idea de su
calculo es que las férmulas y relaciones geométricas se realicen de
manera casi automatica por medio de reglas del calculo de
diferencias que actualmente se escriben:

1) d(x +y) =dx +dy.
2) d(xy) = xdy + ydx.

3) d (ﬁ) = y””‘yﬂ 4) d(x™) = nx™ 1,

Para demostrar por ejemplo laregla2) d (x, y) =xdy +y
dx, calcula la diferencia entre dos términos consecutivos de la
sucesion producto xy: d (x, y) = (x + dx) (y + dy) — xy = xdy +
ydx + dxdy y luego omite la cantidad dxdy por ser infinitamente
mas pequefia en comparacion con los otros términos. De esta regla
deduce la integracion por partes a: | x dy = xy — | v dx, aunque las
demuestra como teoremas, siempre que puede intentar relacionar sus
operaciones analiticas con resultados geométricos familiares.
Mateus-Nieves (2018) muestra que, para esta ultima integracién por
partes, se observa que también es la adicion de areas de la forma:

[xdy+[ydx=xy

Las aplicaciones geométricas las presenta: dado un punto
P(x,y) sobre una curva, Figura 29, aparecen las Ilamadas sub
tangente s = T4, tangente t = TP, normal n = PB y subnormal v
=AB. Todas estas variables tienen entidad propia y estan
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relacionadas unas con otras. Se tiene por la semejanza ys = vy, para
cada una de estas variables se pueden considerar también sus
diferencias. Si consideramos las diferencias dx y dy, el triangulo
PQOR se llama el tridngulo caracteristico y tiene la relacion:

Figura 29 - Aplicaciones geométricas donde aparece
el triangulo caracteristico y la ecuacion diferencial

T s A B

Fuente: Elaboracion propia.

Leibniz tardd unos afios en presentar estas ideas en publico
ya que era una formulacion intuitiva, dado que se trataba de un
trabajo con cantidades infinitamente pequefias y esto no estaba
rigurosamente definido ni era muy aceptable en matematicas. Su
primera publicacion fue un corto articulo titulado Un nuevo método
para maximos y minimos y tangentes, no impedido por cantidades
racionales o irracionales y un singular nuevo tipo de calculo para
ellas (Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque
Tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur
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et singulare pro illis calculi genus) publicado en 1684 en Acta
Eruditorum. En este trabajo prueba el principio ya conocido por
Descartes y Fermat que el &ngulo de incidencia es igual al angulo de
refraccion.

Leibniz utiliza series de potencias para resolver ecuaciones
diferenciales. Por ejemplo considera la Figura 30 donde aparece el
primer cuadrante de la circunferencia de radio 1, donde P(x, y) es el
angulo que forma POB.

Figura 30 - Método para resolver ecuaciones
diferenciales a partir de series de potencias

0 !

v1-ye
Fuente: Mateus-Nieves (2011).

Muestra que por semejanza de triangulos:
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y por el teorema de Pitagoras dx? + dy? = d6?. Elevando al cuadrado
la primera relacion, despejando dx?y sustituyendo en la segunda,
después de simplificar se obtiene:

dy?+ y?d0* = d6?

equivalente a la ecuacion diferencial que verifica y = sen 6. Para
resolver esta ecuacion considera d como constante y aplica el
operador d a la ecuacion. Obtiene:

d [dy? + y?d6?] = 0.
por la regla del producto:
d [dy? + y?d6?] = 2(dy)d dy + 2ydyd#?=0

esto es:

d?y
d67= "

que es la ecuacion diferencial de segundo orden para y = sen 6.
Equivalente al desarrollo del seno a partir de su ecuacion diferencial.
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En los péarrafos anteriores se han descrito con detalle
separadamente, algunas de las ideas de Newton y Leibniz en el
desarrollo del céalculo veamos un contraste entre ambos
procedimientos.

Cajori (1919) indica que Newton concibe la derivada de y =
f(x) como el cociente entre fluxiones % considera las fluxiones

x,y como las velocidades en que cambian los fluentes x, y. Su
concepcion es cinematica. En cambio, Leibniz considera el cociente

d . . . .
d—i’entre diferencias. La integral para Newton es una integral

definida, es el fluente a determinar para una fluxion dada. Para
Leibniz la integral es una suma infinita de diferenciales. A pesar de
estos contrastes en conceptos, ambos la calculan de la misma forma,
como un proceso inverso a la derivada. Lo que permite inferir que
ambos desarrollan el mismo célculo desde puntos de vista distintos,
en lo que si concuerdan es en observar cdmo inversos los procesos
de diferenciacion e integracion.

Hall (1980) plantea que tanto para Newton como para
Leibniz este nuevo calculo es universal, en el sentido en que se aplica
del mismo modo a todo tipo de funciones. Lo aplicaron con éxito
para calcular areas como la cisoide o la cicloide, tangentes,
longitudes de arco, problemas de maximos y minimos, entre otros.
Debido a su facilidad y al tratamiento que tuvo por parte de los

hermanos Bernoulli y Euler4! el célculo de Leibniz empezé a

cosechar grandes éxitos. Sus seguidores se preocupaban menos de
sus aspectos logicos y mas de sus aplicaciones ya que era un calculo
eficaz que posteriormente permitié resolver problemas como el de la

41 Leonhard Paul Euler, conocido como Leonhard Euler, matematico y fisico suizo. Principal matematico del siglo
XVII1, uno de los més grandes y prolificos de todos los tiempos.
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braquistocrona®? o de la catenaria®® que habian sido intratables hasta
entonces.

La difusion del método de fluxiones de Newton fue mas lenta
que el andlisis de Leibniz, a causa principalmente del aspecto
demasiado geométrico del método y de una notacion simbolica
menos eficaz que la de Leibniz. Sin embargo, a pesar de la
publicacion tardia de los trabajos de Newton, algunos matematicos
ingleses, Cotes, Stirling, Maclaurin y Taylor, discipulos de Newton,
se esforzaran en desarrollar y difundir los métodos newtonianos.
Merecen subrayarse los trabajos de Abraham de Moivre sobre el
calculo de probabilidades y trigonometria.

Los matematicos ingleses, antes mencionados, se
preocuparon mas por los problemas de rigor l6gico, cesando con ello
su aplicacion. A finales de 1690 Leibniz fue duramente atacado por
los seguidores de Newton, quienes le acusaban de plagio. Su
principal argumento fueron las cartas que Newton le habia mandado
via Oldenburg. Al irse incrementando los ataques Leibniz pidio en
1711 a la Royal Society of London, de la que era miembro, para que
interviniera en el asunto. La Royal Society nombré una comision
para que estudiara el caso y en 1712, movida por motivos de

42 Braquistocrona o curva del descenso maés rapido, es la curva entre dos puntos que es recorrida en menor tiempo,
por un cuerpo que comienza en el punto inicial con velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la curva hasta
llegar al segundo punto, bajo accion de una fuerza de gravedad constante y suponiendo que no existe friccién. La
braquistocrona es la cicloide. Segun el principio de Fermat: La trayectoria seguida por un haz de luz entre dos puntos
es aquella que resulta en el menor tiempo de viaje. Por tanto, la curva braquistocrona seria simplemente la trayectoria
de un haz de luz donde la velocidad luz se incrementa con una aceleracion vertical (la de la gravedad). EI problema
de la braquistocrona usualmente se plantea en un plano vertical que contiene al vector tangente a la curva y a la
direccion de la gravedad, pero el problema también ha sido planteado y resuelto cuando el movimiento de la particula
esté confinado a una superficie curva como un cono o una esfera (O'CONNOR; EDMUND, 2000).

43 La Catenaria curva cuya ecuacion en notacion moderna es: y = eax+e—ax 2a donde a es una constante cuyo valor
depende de los parametros fisicos de la cadena: su densidad lineal (masa por unidad de longitud) y la tensién a la cual
esta sometida. El descubrimiento de esta ecuacion fue un triunfo del nuevo célculo diferencial. Se atribuye el inicio
del trabajo a Jakob Bernoulli, y finalizé Johan Bernoulli. Leibniz dijo que todos sabian que habia sido su célculo, la
“clave” que habia resuelto el misterio. Cabe recordar que a finales del siglo XVII problemas como el de la
braquistécrona o el de la catenaria presentaban un desafio, y sus soluciones eran justamente consideradas con orgullo.
Recordemos que la ecuacién de la catenaria no fue dada originalmente como aparece en la formula anterior. El nuero
e no tenia todavia un simbolo especial, y la funcién exponencial no era considerada una funcién por si misma sino
como la inversa de la funcién logaritmo.
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nacionalismo y maniobrada por Newton, decidié que Leibniz habia
en efecto plagiado a Newton.

Leibniz en numerosas ocasiones califica a los infinitésimos
como ficciones Utiles. De la correspondencia que mantiene Leibniz
con Jean Bernoulli a partir de 1693, se extraen numerosas referencias
a ese extrafio ente que no siendo un numero concreto participa
evanescentemente de lo numérico. Recordemos que un infinitésimo
era el sustituto de un indivisible. Los indivisibles, o lo que es lo
mismo, los segmentos rectilineos que “ocupaban” un recinto plano,
mediante los cuales Cavalieri conseguia, aun sin demasiado rigor,
importantes resultados geométricos que se habian convertido en
rectangulos infinitesimales, uno de cuyos lados, obviamente no
siendo de magnitud cero, era sin embargo menor que cualquier
namero, por pequefio que este fuese. Ahora, de manera también no
rigurosa segun los cénones euclideos, se podian “sumar” esos
infinitos rectangulos infinitesimales. Posteriormente la idea de
infinitésimo como magnitud infinitamente pequefia se generaliz6
también en aritmética.

Independientemente de la relacion que pueda existir en
Leibniz entre lo infinitesimal y su dindmica, es posible extraer tres
cuestiones: La existencia o no del infinitésimo en las matematicas o
en la realidad fisica. La relacion con su monadologia, si es que la
hubo. La opinion de Leibniz sobre una polémica que se mont6 entre
los matematicos Varignon y Rolle acerca de un cierto texto suyo, en
el que se tenia la intencidn de “divulgar” o explicar tan controvertido
ente. Donde Leibniz mantiene la no existencia real de los
infinitésimos. Este fue uno de los temas que tuvo intensa
correspondencia entre Leibniz y Johann Bernoulli para 1698. Aun se
mantenia vigente el problema, desde Aristoteles, de la existencia o
no del infinito en acto, del infinito actual. Y la afirmacion de Leibniz,
de estar a favor de la existencia del infinito actual en la Naturaleza,
condujo a duda a Bernoulli, que no veia razon para negarla cuando
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de matematicas se trata. Solamente Cantor, el dominador del infinito
actual, a finales del siglo XIX criticé fuertemente a Leibniz por su
ambigiedad con relacién a este tema.

Por otra parte, a la pregunta de si Leibniz pudo inspirarse en
la idea de infinitésimo para concebir la monada, pasando de la
matematica al dominio de la metafisica, los expertos leibnizianos
confirman reservas. Para Leibniz, es bastante obvio que la capacidad
de trascender la oposicién finito-infinito del célculo diferencial
irradiase su poder a la fisica y a la metafisica. Y un ente como la
modnada que, siendo el constituyente inextenso de la materia, no es
un punto matematico, guarda un notable parecido con un ser que no
siendo un namero participa de lo cuantificable, como lo es un
infinitésimo. Para Leibniz las monadas no fueron nunca
infinitésimos o partes infinitesimales de la materia, porque la
materia, que es cuantificable, en tanto que tal, se rige por la
matematica y una parte infinitesimal de materia no es algo concreto,
no existe. Existe, eso si, la posibilidad de la divisibilidad infinita.

Ahora miremos un paralelo entre los célculos de Newton y
Leibniz. Ambos sintetizaron dos conceptos sobre métodos
infinitesimales usados por sus predecesores y que hoy llamamos
Derivada e Integral, lo que es claro, es gue, sin la contribucion de
todos sus antecesores, seguramente el calculo de Newton y Leibniz
no existiria. Su construccién fue parte importante de la revolucion
cientifica que vivio Europa en el siglo XVII. A diferencia de
Newton, Leibniz si publica sus investigaciones en Actas con un titulo
largo, pero con un desarrollo concreto y objetivo: (Un nuevo método
para los maximos y minimos, asi para las tangentes, que no se
detiene ante cantidades fraccionarias o irracionales y es un singular
género de calculo para estos problemas). Los nuevos métodos
enfatizaron la experiencia empirica y la descripcion matematica de
nuestra relacion con la realidad.
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En el tratado sobre fluxiones en 1666 que Newton escribio,
obra que no publico pero que compartid con colegas para que fuera
revisada; generd mucha influencia sobre la direccion que tomaria el
calculo. Se destaca su idea de pensar en una particula que dibuja una
curva con dos lineas que se mueven, representan las coordenadas.
Denota la velocidad horizontal: x' y la velocidad vertical y'; las
nombra: fluxiones de x y y asociadas con el flujo del tiempo. Los
fluentes o cantidades flotantes eran x y y mismas. Con esta notacién
de fluxion, y' x' define la tangente a f(x,y) = 0. Presenta la
expansién en series para senx Yy cos x, también muestra la
expansion de lo que hoy se conoce como la extension en serie de la
funcion exponencial; pero esta funcion no quedaria establecida como
tal hasta que Euler introdujo la notacién actual e*.

En su obra Tractatus de Quadrarura Curvarum escrita en
1693 y publicada en 1704 como un apéndice de su Optiks, Newton
presenta un acercamiento que involucra el célculo de limites; dice:
en el tiempo en que x al fluir se convierte en x + o, la cantidad x™ se
convierte en (x + 0)™, es decir, por el método de series infinitas,

nn—n
x”+n-0-x"+1+T-0-0x”"2+---

al final deja que el incremento o desaparezca tomando limites.

Por otro lado, Leibniz conocio a Hooke y a Boyle en Londres
en 1673, conoce y se motiva por las obras de Barrow, hecho que hizo
a Leibniz sostener una larga correspondencia con Barrow. Al volver
a Paris, Leibniz realizé un trabajo sobre el calculo, pensando en los
fundamentos de manera muy distinta a los de Newton, que
consideraba que las variables cambiaban con el tiempo. Leibniz
pensaba que las variables x, y variaban sobre secuencias de valores
infinitamente cercanos. Introdujo a dx y dy como las diferencias
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. . P dx
entre valores consecutivos de esas secuencias. Sabia que o da la

tangente, pero no la usé como una propiedad que defina. Para
Newton, la integracion consistia en encontrar flujos para una fluxion
dada lo que se implica el hecho, que la integracion y la diferenciacion
son inversas.

Leibniz usaba la integral como una suma, de forma muy
similar a la de Cavalieri. Usoé los “infinitesimales” dx y dy mientras
que Newton usaba x" y ¥’ que eran velocidades finitas. Por supuesto
que ni Leibniz ni Newton pensaban en términos de funciones, ambos
pensaron siempre en términos de graficas. Para Newton, el célculo
era geométrico mientras que Leibniz lo llevd hacia el andlisis.
Leibniz estaba bien consciente de que encontrar una buena notacion
era sumamente importante y pensé en ella mucho tiempo. Newton,
por otro lado, escribi6 méas bien para él mismo y, como
consecuencia, tendia a usar cualquier notacion que se lo ocurriera.
La notacion d y [ de Leibniz destacaban el aspecto de operadores que
probaria ser importantes mas adelante. Para 1675, Leibniz se habia
quedado con la notacién,

2
_r
fydy— >

escrita exactamente como se hace hoy. Sus resultados sobre célculo
integral fueron publicados en 1684 y 1686 con el nombre de
Calculus summatorius; a pesar que el término “calculo integral” fue
sugerido por Jacobo Bernoulli en 1690 a Leibniz.

Los trabajos de Newton eran motivados por sus propias
investigaciones fisicas mientras que Leibniz conserva un caracter
geométrico y, diferenciandose de su colega, trata a la “derivada”
como un cociente incremental, y no como una velocidad. Leibniz no
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habla de “derivada” sino de “incrementos infinitamente pequefios”,
a los que llama diferenciales. Un incremento de x infinitamente
pequefio se llama diferencial de x, y se anota dx. Lo mismo ocurre
para y (con notacion dy). Lo que Newton llam¢é “fluxion”, para

Leibniz fue un cociente de diferenciales (Z—i). No resulta dificil

imaginar que, al no poseer en esos tiempos un concepto claro de
limite y ni siquiera de funcién, los fundamentos de su célculo
infinitesimal fueran poco rigurosos. Lo que permite inferir que el
calculo de fluxiones de Newton se basa en algunas demostraciones
algebraicas poco convincentes, y las diferenciales de Leibniz se
presentan como entidades extrafias que, aunque se definen, no se
comportan como incrementos. Esta falta de rigor, muy alejada del
caracter perfeccionista de la época griega, fue muy usual en la época
post renacentista y duramente criticada. Pasaron dos siglos hasta que
las desprolijidades en los fundamentos del célculo infinitesimal se
solucionaran, y hoy aquel célculo, potencialmente enriquecido, se
muestra como uno de los mas profundos hallazgos del razonamiento
humano.

En medio de este arduo trabajo, surgen necesidades nuevas,
hechos que hacen que Napier estudie y construya tablas de
logaritmos en 1614, que luego fueron corregidas por Briggs en 1661,
dando origen a los logaritmos tal como los conocemos hoy. Ello dio
lugar a una nueva funcién que entonces no se entendia como tal y
que pronto se relacion6 con el &rea bajo la hipérbola de ecuacion y =

i. El primero que lo hizo fue Gregory, observando que dicha area no

solo verificaba la propiedad del producto, sino otras propiedades.
Newton obtuvo una serie para calcular logaritmos, que originé otro
de los problemas precursores de los trabajos posteriores del propio
Newton y de Leibnitz: el manejo del infinito. Se hacia, pues, uso (sin
ninguna justificacion rigurosa) de las series de potencias, que eran
obtenidas, en general, dividiendo polinomios por potencias
crecientes. Sin embargo, en ningdn momento se aclaraba qué
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significaba la suma o la convergencia de estas series. En 1697 con el
trabajo de Gregory sobre el area de la hipérbole, aparecen ideas sobre
la continuidad, afirma que el calculo introduce una nueva operacion,
el paso al limite, que da lugar a nimeros irracionales distintos a los
obtenidos como raices de nimeros racionales.

LAS CONTRIBUCIONES DE ROLLE, LA FAMILIA
BERNOULLI Y EL MARQUES DE L’HOPITAL

Rolle* fue uno de los primeros criticos de este naciente
calculo infinitesimal argumentando que era inexacto. Planted y
demostro, bajo los estandares de la época, un teorema, que hoy lleva
su nombre, en calculo diferencial. Este teorema resultd necesario
para demostrar el teorema del valor medio y la existencia de las
series de Taylor. Solo hasta el siglo XI1X Giusto Bellavitis lo nombré
teorema de Rolle. Al respecto, Taylor en un intento de formalizar el
rigor ausente en el céalculo infinitesimal, llegd a justificar todo
proceso matematico utilizando solo incrementos finitos, aungue,
solo para funciones algebraicas. Mientras que los seguidores de
Leibnitz centraron sus esfuerzos en clarificar los diferenciales. Ya
avanzado el siglo, Rolle lleg6 a afirmar que el calculo era una
coleccién de ingeniosas falacias. Situacién que ratifica que el
desarrollo del célculo, para esta época, se baso en la debilidad de sus
fundamentos, situaciones que motivaron diversos argumentos en su
contra. Escasamente los Gnicos que podian defenderse con garantias
eran los seguidores de Leibnitz, que abogaron siempre por un
manejo formal, donde era importante considerar el rigor; esta fue una
preocupacion constante, y mas que el rigor, era el intento de
fundamentar claramente las bases del calculo.

4 Michel Rolle (1652 - 1719), matematico francés.
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Hoy se considera al teorema de Rolle como un caso especial
del teorema del valor medio, veamos como lo expreso a partir del
teorema del valor medio en los siguientes terminos:

Toma el teorema del valor medio que dice: Si
f(x): [a,b] = R es una funcién continua que tiene
derivada en cada uno de los puntos de (a, b), entonces
existe ce(a,b) talque F(b) — f(a) = Z—’:(c)(a, b).
Para la demostracion prueba primero el teorema
suponiendo que la funcién f toma el mismo valor en
los extremos del intervalo [a,b], es decir f(a) =
f(b)[*]. Bajo la hip6tesis [] el teorema se denomina
teorema de Rolle.

Demuestra que existe un punto ¢ tal que a<c<b y
Z—i (¢) = 0. Y considera los siguientes casos posibles para f:

f es constante en (a, b), en cuyo caso en cualquier
. da

punto ce(a, b) se tendria é(c) =0, ya que la
derivada de una funcién constante es en todo punto
igual a cero;

f no es constante en [a,b] y entonces, por la
continuidad de la funcién, tendra que existir al menos
un punto ce(a, b) donde la funcién f alcance su valor
maximo o su valor minimo en el intervalo [a, b].

Esta ultima afirmacion es cierta, pues si f alcanzara tanto su
valor maximo como su valor minimo en los extremos del intervalo
[a, b], con f(a) = f(b), setendria que f es constante en [a, b] y ese
no es ahora el caso, luego, o el valor maximo o el valor minimo de
f en[a, b] se alcanza en el interior de [a, b]. Supone que es el valor
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maximo de f el que se alcanza en un punto c del intervalo abierto
(a,b), es decir, ce(a,b) y f(c) = f(x) paratoda x € [a, b]. Evalla
la derivada de f en c y obtiene:

4z (&) = lim

df fle+h) —f()
h

luego analiza el signo de % (c). Silamagnitud h de la variacion de

la variable independiente en x = ¢ se toma mayor que cero, el
cociente diferencial tendria signo negativo, esto es:

FetWN=FO gm0
- < ,

yaque f(c+h) — f(c) < 0 paratodo (c + h) € [a, b], puesto que
f(c) es el valor méximo de la funcion en el intervalo. En vista de lo
anterior, al tomar h valores positivos que tienden a cero, los
cocientes diferenciales correspondientes seran siempre menores o
iguales a cero y deberéan tener como limite un nimero menor o igual
que cero, esto es:

y fe+h)—f(c) df
im =—

h—0+ h dx © =0,

analogamente, si la magnitud de la variacién h es negativa, el valor
del cociente sera siempre mayor que cero,
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f(C+h) ION

sih<0

y, por tanto, su limite serd también mayor o igual a cero:

h) — d
,}L%l-f(ﬁ;)l f(C)__f()>0

de las dos estimaciones anteriores concluye que, si existe la derivada
en x = c, se debe tener (c) = 0, con lo que prueba la validez del

teorema del valor medlo en el caso particular que f(a) = f(b). Para
el caso general, f(a)=f(b), considera la funcion auxiliar
g: [a, b] — R definida por:

b
g(x) = f(x) - f()—w( —a),

que es una funcion derivable en (a, b) talque g(b) = g(a) = 0.
Luego, en virtud del caso anterior, existird ce(a, b) tal que Z—i (c) =
0. Escribe esto ultimo en términos de la funcion original £,y tiene

d b
028U (o TO-1@
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esto es f(b) — f(a) = %(c)(b — a),donde ce(a,b), con lo que
prueba el teorema general £.

El siguiente paso en el desarrollo del célculo se da con el
adelanto y profundizacion de los trabajos de Torricelli y Barrow. Los
aportes del primero fueron continuados en Italia por Mengoli y
Angeli con escasos resultados. El segundo dio un método de
tangentes a una curva en el que la tangente esta dada como el limite
de una cuerda cuando los puntos se acercan uno a otro, conocido
como triangulo diferencial de Barrow. Tanto Torricelli como Barrow
estudiaron el problema del movimiento con velocidad variable. La
derivada de la distancia es la velocidad y la operacién inversa lleva
de la velocidad a la distancia. De aqui empez6 a evolucionar
naturalmente una concienciacion de la inversa de la diferenciacion
y que Barrow ya estuviera familiarizado con la idea de que integral
y derivada son inversas una de otra. De hecho, aunque Barrow nunca
afirmé explicitamente el teorema fundamental del célculo, estaba
trabajando hacia el resultado; fue Newton como se menciond
anteriormente, quien continu6 en esa direcciobn para dar
explicitamente el Teorema Fundamental del Calculo. Por ello, es
posible afirmar que Barrow fue probablemente el cientifico que
estuvo mas cerca de descubrir el calculo, de ahi su fuerte influencia
a su alumno lIsaac Newton y a Leibniz en sus estrechas
comunicaciones por carta.

En el desarrollo del célculo infinitesimal se destaca la obra
de la familia Bernoulli, entre ellos se enfatiza a Jacob, Jean y Johann

Bernoulli45, contribuyen fuertemente a la obra de Leibnitz.
Escribieron el primer tratado de célculo infinitesimal basado en los

45 La familia Bernoulli (o Bernoulli) matematicos y fisicos suizos, irrumpen en el mundo cientifico a finales del siglo
XVII. El fundador de esta familia fue Jacob quien se trasladé a Basilea en 1622 por motivos de persecucion religiosa.
Se casd tres veces y s6lo tuvo un hijo, Nikolaus. Este se casé y tuvo una docena, de los cuales cuatro llegaron a edad
adulta; dos de ellos se convirtieron en matematicos de primer orden: Jakob, nacido en 1654, y Johann, nacido en
1667. Ambos estudiaron la teorfa del calculo infinitesimal de Leibniz y desarrollaron aplicaciones de la misma.
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métodos leibnicianos. En ese trabajo participaron Jacobo y Johann
ambos hicieron esfuerzos para enlazar y mantener el razonamiento
alcanzado, dado que, Berkeley publicd su Analyst en 1734, donde
ataco la falta de rigor en el célculo y contendié la l6gica sobre la que
se basaba. En esta direccion por mantener el razonamiento
alcanzado, Maclaurin intentd poner el calculo sobre una base
geomeétrica rigurosa, aunque débil en sus inicios, y que solo seria
fortalecida con los trabajos de Cauchy en el siglo XIX. Aqui es
importante resaltar que a pesar de los grandes esfuerzos por dotar al
analisis matematico de bases sélidas, solo a mediados del siglo XIX
varias suposiciones sobre la estructura de los nimeros reales
utilizadas en la prueba de propiedades y suposiciones de funciones
continuas, como por ejemplo la existencia de derivada en casi todos
los puntos para toda funcién continua, seran sefialadas criticamente
y desmentidas por contra ejemplos por Bolzano y Weierstrass,
quienes obtuvieron funciones continuas que no poseen derivada en
ningn punto. Ese tipo de situaciones obligd al estudio y
construccidn del sistema de los nimeros reales a partir del sistema
de los nimeros naturales. El sistema de los nimeros reales se
convirtio en la estructura algebraica adecuada al propdsito del
calculo infinitesimal dado que, fueron precisamente los atributos y
las relaciones expresables en términos de este tipo de ndmeros,
donde se resalta la propiedad que distingue al sistema de los nimeros
reales del sistema de los nimeros racionales: la propiedad de
continuidad o completez. Esta propiedad, de caracter geométrico o
topoldgico, es la que permite dar un sentido preciso a los conceptos
fundamentales de limite y continuidad, sobre los cuales se desarrolla
el célculo diferencial e integral. Otra de las propiedades especiales
del sistema de los nimeros reales es que permitié definir los
conceptos fundamentales para describir y estudiar cambio y
movimiento, fundamentales en la fisica matematica. Estos resultados
se darian para inicios del siglo XIX.
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Con el pasar de los afios, fueron apareciendo algunos de los
conceptos que posteriormente fueron ratificados, otros rectificados,
para finalmente institucionalizarse como nuevos entes matematicos,
entre ellos, términos como: Funcidn: usado por primera vez en 1637
por René Descartes para designar una potencia x™. Newton y Leibniz
contribuyeron decisivamente al desarrollo del concepto dado que,
descubrieron el desarrollo de funciones en serie de potencias. En esta
época la idea de funcion era muy restringida, pues se reducia a
funciones analiticas. Primero las que se podian expresar mediante
una ecuacion algebraica y poco después las desarrollables en serie
de potencias. En 1755 Euler dio la primera definicion de funcion:
“Si algunas cantidades dependen de otras de manera que varian
cuando varian las Gltimas, entonces se dice que las primeras son
funcién de las Gltimas” (CALINGER, 1996, p. 96). Variable: Viéte*
uso letras para representar variables (normalmente X, Y,y Z para los
nameros reales y N para los enteros). Limite: Wallis introduce el
concepto de limite y el simbolo para el infinito. Newton y Leibniz
ignoraban una definicién precisa de limite y de los conceptos que
éste lleva asociado, a pesar que la idea que tenian sobre limite era
netamente intuitiva; sin embargo, cabe aclarar que los conocimientos
de los limites fueron asentados solo hasta el siglo XIX por Cauchy,
Dedekind #’ y Weierstrass, detallados mas adelante.

El mismo Wallis propuso una genealogia del célculo, en su
orden: Método de exhaucion de Arquimedes, Método de indivisibles
de Cavalieri; Aritmética de infinitos de Wallis; Método de las series
infinitas de Newton. Con estos avances en el calculo, la geometria
analitica amplié considerablemente el horizonte de las curvas

6 Frangois Viéte (conocido como Francisco Vieta), considerado uno de los precursores del algebra. Fue el primero
en representar los parametros de una ecuacion mediante letras.

47 Julius Wilhelm Richard Dedekind, mateméatico aleman. Alumno de Moritz Abraham Stern y de Wilhelm Eduard
Weber. Su tesis doctoral fue supervisada por Gauss, titulada Uber die Theorie der Eulerschen Integrale (Sobre la
teoria de las Integrales eulerianas), aunque en ella no se reflejaba el talento que mostré en sus trabajos posteriores,
Gauss supo apreciar el don de Dedekind para las mateméticas, siendo el Gltimo alumno de Gauss (O'CONNOR,
2006).
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geomeétricas, como ejemplo: los logaritmos, surgidos de la necesidad
de ahorrar tiempo en los engorrosos calculos usados por los
astronomos que tenian que realizar una enorme cantidad de
multiplicaciones, divisiones y extraccion de raices. A pesar que los
logaritmos fueron descubiertos independientemente por Napier y
Biirgi, en la segunda edicion de la obra de Napier “Logratimorun
canonis descriptio...” de 1619 incluia una explicacion detallada de
como se ha de elaborar una tabla de logaritmos no incluida en la
primera edicion de 1614. Este incremento de nuevas curvas hizo
imprescindible el desarrollo de nuevos métodos para calcular
tangentes. Entre ellos, el método de adigualdades de Pierre de
Fermat. (Conocido también como el Método de las Raices Iguales);
que serviria ademas para calcular maximos y minimos.

Relacionados con los problemas de las tangentes surgi6 a
mediados del siglo XVII el llamado problema inverso de las
propiedades de las tangentes, esto es, una curva a partir de las
propiedades de sus tangentes. El primero en plantear el problema fue
Florimond de Beaune, discipulo de Descartes, quien lo plante6 como
la necesidad de encontrar una curva con subtangente constante. El
propio Descartes lo intento resolver sin éxito, fue Leibniz quien lo
soluciond y divulgd convirtiéndolo en la primera publicacion de la
historia sobre el calculo infinitesimal. Elementos que permitieron
Ilegar a un primer acercamiento al concepto abstracto de continuidad
observando medios solidos, liquidos y gaseosos; dado que todo
medio fisico representa la acumulacion de un gran ndmero de
particulas distintas en movimiento.

Es asi como el concepto de derivabilidad surgié tanto en
Newton como en Leibniz, pero fue Leibniz quien utiliz6 en primer
lugar la notacion para indicar simbodlicamente el paso al limite
cambiando D por d. En este sentido, la manera de razonar de Newton
estaba mucho més proxima a la forma moderna del calculo, pero la
eficacia de la notacion diferencial de Leibniz hizo que se aceptase
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mejor la idea del diferencial que la de fluxion. La notacion y'y f'(x)
fueron introducidas por Lagrange en el siglo XVIIIl. Se planted y
formalizo la Regla de L'Hopital o Regla de L' Hospital, descubierta
por Jean Bernoulli. Aunque se conoce como “Regla de L'Hopital*®”,
debido a que Bernoulli en su estancia en Paris ensefid matematicas
al joven marqués francés, Guillaume Francois Antoine de L'Hopital
y firmé con él un pacto, segun el cual, a cambio de un salario regular,
se comprometia a enviarle al marqués sus descubrimientos en
matematicas para que el marqués los utilizase a su voluntad
(SOLAECHE, 1993). Laregla en realidad es un teorema matematico
que permite evaluar limites de formas indeterminadas utilizando
derivadas. La aplicacion simple o iterada de la regla convierte una
forma indeterminada en una expresion que puede evaluarse
facilmente por sustitucion.

L’Hopital publica su primer tratado sobre calculo diferencial
e integral en Paris cerca de 1669, en cuya introduccion reconocio
deber este trabajo al joven Bernoulli que para su momento era
profesor en Groninga. En una carta anterior de 1695, L’Hopital
sefiala a Bernoulli que esta a punto de publicar un trabajo sobre las
conicas y que se propone afiadirle un pequefio tratado sobre el
calculo diferencial. El célculo diferencial firmado por L Hopital se
desarrolla tal como habia sido concebido por Leibniz, usa cantidades
infinitesimales para establecer ciertas reglas de célculo. Define el
diferencial como la parte infinitamente pequefia en que una cantidad
variable es aumentada o disminuida de manera continua; llama la
diferencial a esa cantidad. Para trabajar con infinitésimos establece
la siguiente regla: Dos cantidades cuya diferencia es otra cantidad
infinitamente pequefia pueden intercambiarse una por la otra. De esta
forma, los escritos de los Bernouilli, Leibniz y L'Hbépital

8 En calculo diferencial, la regla de L Hopital o regla de L’Hdpital-Bernoulli usa derivadas para ayudar a evaluar
limites de funciones que estén en forma indeterminada; se conocid en su obra Analyse des infiniment petits pour
I'intelligence des lignes courbes de 1692, y se considera el primer texto escrito sobre célculo diferencial
(SOLAECHE, 1993).
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popularizaron el calculo leibniziano desde la primera década del
siglo XVIII logrando potenciar el concepto de derivada, manifiesto
en las aplicaciones del célculo a la fisica newtoniana. Pero no solo
se desarrolld, sino que el calculo contribuyé a aclarar ideas acerca
de los objetos con los que se trabajaba. De esta forma reaparecen
ideas sobre continuidad, ya antes tratadas por Gregory que
nuevamente afirma que el célculo introduce una nueva operacion, el
paso al limite, dando lugar a nimeros irracionales distintos a los
obtenidos como raices de numeros racionales. Por su parte, Wallis
enuncia claramente la actual definicion de limite de una funcion.

La regla de L’Hopital establece que para funciones fy g que
son diferenciables en un intervalo abierto | excepto posiblemente en
un punto c contenido en I, si:

limf(x) = limg(x) =0,0t0, yg'(x) #0 Vx €1I,con x # c,

f(x) f(x)
}ciré g(x) }cl—rg g' x)

existe,

Entonces

f(X) — i 1)

xX—c g(x) x—cg'(x)’

la diferenciacion del numerador regularmente simplifica el cociente
o0 lo convierte en un en un limite que puede evaluarse directamente.
A pesar que la forma general de la regla de L’Hopital cubre muchos
casos supone que las funciones de valor real f y g sean diferenciables
en |, excepto posiblemente en c, y ademas g’(x) # 0 en | excepto
£

posiblemente en c. También se supone que hm )

= L, hace que

146



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

la regla se aplique a situaciones en las que el cociente de las
derivadas tiene un limite finito o infinito, pero no a situaciones en
las que ese cociente fluctia permanentemente a medida que x se
acerca cada vez mas a c. Por ello, si alguno de los siguientes casos
se tiene:

o limf(x)=1limg(x)=0
X—C xX—C

e lim|f(x)] = lim|g(x)| = oo,
x—¢ x—c

entonces se tiene que: lim% = L. Aunque se ha escrito x — c en
X—C

todo momento, los limites también pueden ser limites unilaterales
(x > c* 0 x> c7), cuando ¢ es un extremo finito de I. En el
segundo caso, la hipédtesis que f diverge a infinito no se usa en la
prueba; por tanto, mientras que las condiciones de la regla
normalmente se establecen como se indica arriba, la segunda
condicidn suficiente para que el procedimiento de la regla sea valido
se puede establecer como }}_‘E'g(xﬂ = oo, Sin embargo hay cuatro

condiciones para la regla de L'Hopital que son necesario considerar:

1. Indeterminacion de la forma: lim f(x) = lim g(x) =
X—C X—C
00 +oo.

2. Diferenciabilidad de funciones: f(x) y g(x) que son
derivables en un intervalo abierto excepto
posiblemente en un punto ¢ contenida en I (el mismo
punto desde el limite).

3. Derivada distinta de cero del denominador: g'(x) #
0 para todos x en | com x # c.

4. Existencia de limite del cociente de las derivadas:
lim%existe.

x-cg X
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Cuando una de las condiciones anteriores no se cumple, la
regla de L’Hopital no es véalida en general, por lo que no siempre se
puede aplicar. Cabe aclarar que la diferenciabilidad de las funciones
es un requisito porque si una funcion no es diferenciable, entonces
no se garantiza que la derivada de las funciones exista en cada punto
de I. El hecho de que I sea un intervalo abierto se basa en la hipdtesis
del teorema del valor medio de Cauchy aportado muchos afios
después. La notable excepcion de la posibilidad de que las funciones
no sean diferenciables en c existe porque la regla de L'Hopital solo
requiere que la derivada exista a medida que la funcion se aproxima
a c; aungue no es necesario tomar la derivada en c.

Con los aportes logrados hasta entonces, en 1694
Nieuwentij*®, adelanta otra arremetida contra la falta de claridad
tanto en los trabajos de Newton como en la existencia dudosa de las
diferenciales de orden superior de Leibniz. A pesar que acepta de
manera general la exactitud de los resultados del nuevo calculo,
considera que estos estan viciados por una cierta penumbra que
algunas veces acarrea a absurdos. Reprocha la inexactitud de
despreciar las cantidades infinitesimales en Newton, Barrow y
Leibniz y juzga oscuros y peligrosos sus métodos de calculo. Un afio
después, en 1695 Leibniz en las Actas eroditorum se defiende contra
de este ataque de Nieuwentijt. Su respuesta fue imprecisa, mostrd
incertidumbre en cuanto a la naturaleza de las diferenciales;
respondid habilmente al hecho de despreciar cantidades
infinitesimales, considerandolas como cantidades que pueden
tomarse tan pequefias 0 tan grandes como se quiera; en lugar de
despreciarlas, se podrian siempre conservar como cantidades tan
pequefias como se desee, y afirmé que el error cometido seria menor
que cualquier cantidad dada. La incertidumbre seguiria hasta que en
1701 Hermann® proporciond una réplica mas detallada de los

49 Bernard Nieuwentij (1654-1718) fisico y geémetra (COLLETE, 1993, p. 138).
% Jacob Hermann (1678-1733), alumno de Jakob Bernoulli (COLLETE, 1993, p. 142)
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argumentos del gedmetra holandés. La publicacion del Analisis de
los infinitamente pequefios de L’Hopital en 1696 acrecentd en
Francia criticas y ataques por parte de los cartesianos de la Academia
de Ciencias de Paris. El mayor oponente fue Rolle®® quien en 1691
califico los trabajos de Leibniz, Berkeley y Newton, como
argumentos efectivamente débiles y féacilmente refutables. Los
argumentos de Jurin sobre la naturaleza poco insatisfactoria llevaron
a Benjamin Robins a precisar la naturaleza de los métodos de
fluxiones y de la primeras y Ultimas razones de Newton. Lo que
generd una nueva discusion entre Jurin y Robins; estas disputas
contribuyeron a precisar ciertos fundamentos del calculo de
fluxiones y del concepto de limite, obligando a los autores a prestar
mayor atencion a las bases légicas del nuevo analisis.

La necesidad de crear rigor en las matematicas, hace que se
generen, permitame Ilamar dos bandos, uno con los seguidores de
los métodos newtonianos y el otro con los métodos leibnizianos. Del
primero, las matematicas florecen con trabajos como los realizados
por Brook Taylor, James Stirling, Roger Cotes, Abraham de Moivre,
y Colin Maclaurin. Taylor enriquecié el método analitico de
fluxiones crey6 que era solo un caso particular de una teoria méas
general, el método de incrementos (que ahora conocemos como
calculo de diferencias finitas), como lo habia previsto Newton en
Methodus differentialis en 1711. Taylor trabajé simbdlicamente con
diferencias finitas y obtuvo resultados en céalculo fluxional mediante
argumentos limite dejando incrementos finitos tendientes a cero. Se
resalta la expansion en series de Taylor, las series infinitas fueron de
las mas importantes areas de investigacién para Taylor, Stirling en
su Methodus differentialis, sive tractatus de summatione et
interpolatione serierum infinitarum de 1730, y de Moivre con su
Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis también en 1730.
Uno de los propositos principales al estudiar las series infinitas era

5t Michel Rolle (1652-1719), cuyo renombre se debe a su teorema.
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la investigacion de las cuadraturas, el equivalente en términos
leibnizianos a, integracion. Sin embargo, seria un error pensar que
las series infinitas eran la Unica técnica de integracion de la que
disponian los newtonianos, como erréneamente lo han sostenido
algunos especialistas. Dado que en su De quadratura, Newton dejé
un programa de investigacion en integracion finita que fue llevado a
cabo, de manera notable, por Roger Cotes en su Logometria de 1714
y en Harmonia mensurarum, sive analysis & synthesis per rationum
& angulorum mensuras promota de 1722.

Stirling se ocupd en mejorar la clasificacion de las cubicas de
Newton en su obra Linee tertii ordinis neutoniana de 1717, aplico
el método analitico de fluxiones al estudio de veintidds especies de
curvas cubicas clasificadas por Newton y le adicion6 cuatro nuevas
que no aparecian en la Enumeratio de Newton. Lo que permite
observar la existencia activa de un grupo de matematicos britanicos
durante las primeras décadas del siglo XVIII, que extendieron
exitosamente las lineas de investigacion presentes en los trabajos
netamente algoritmicos que Newton dejo sobre andlisis comun y el
nuevo analisis. Del multiple trabajo de Newton se resalta la
geometria proyectiva, desde las Conicas de Apolonio, trabajadas por
David Gregory y Edmond Halley en Oxford, hasta la restauracion de
los Porismos de Euclides por Rober Simpson y Matthew Stewrad en
Glasgow y Edimburgo. Este trabajo de investigacion produjo
resultados innovadores en geometria proyectiva que aun en el siglo
XIX fueron reconocidos por Michel Chasles (MANDELBROTE,
2002, p. 411). El estudio de la construccion organica de las curvas,
curvas generadas por la interseccion de lineas en movimiento, y la
transformacion por sombras de las curvas, fueron importantes areas
de investigacion en este campo, a los que Maclaurin y Patrick
Murdoch contribuyeron con nuevos resultados (MURDOCH, 1746,
p. 120). George Davie, en su libro The Democratic Intellect, apodd
la escuela de Simson y Stewart, a la que Maclaurin pertenecia sélo
de forma marginal, dado que segiin Playfair (1808), era una “escuela
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caracterizada por el clasicismo, con una preferencia de la geometria
sobre el algebra, y por un interés por los fundamentos de la geometria
y del método fluxional” (p. 256). A pesar de esto, no todos los
matematicos britanicos se adhirieron al clasicismo geométrico,
algunos prefirieron los métodos algoritmicos modernos. Simson y
Stewart, por ejemplo, continuaron de manera exitosa una tradicion
en geometria proyectiva a la que habian pertenecido Pascal,
Desargues, de La Hire, y Newton mismo. Los que se adhirieron en
el siglo XVIII a la tradicion griega fue una minoria.

LAS CONTRIBUCIONES DE TAYLOR Y MACLAURIN

El desarrollo alcanzado por los Calculos Diferencial e
Integral se incrementa con la obra de Brook Taylor. El
descubrimiento en 1715 de las llamadas series de Taylor, llegaron a
convertirse en una herramienta basica para el desarrollo del célculo
y la resolucion de ecuaciones diferenciales. Taylor, discipulo de
Newton, estuvo interesado en el problema del desarrollo de
funciones usando otras mas sencillas. Era conocido que una funcion
polinémica f(x) de grado n, f(x) =ag+a;x+ -+ a,x™ se
puede escribir como f(a + h) = ¢y + c;h + -+ c,h™ para todo
par de numeros a y h, los coeficientes ¢,, 0 < k < n obedecen a la

relacion ¢, = %f(") (a) con1 <k <n,c,=f(a). Taylor usando

algunas ideas del calculo de diferencias finitas y, estrechando una
generalizacion de lo anterior, descubrié la conocida formula de
Taylor en los siguientes términos:

FOe4h) = FO) +hF' () + hz# e
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valida bajo ciertas condiciones sobre la funcion f, lo planted desde
la Formula de Interpolacion de Newton, resaltada en seguida como
[*4].

Sea f:R — R una funcién y run ndamero positivo fijo.
Define Af(x) = f(x +71) — f(x), para todo x € R, A%f(x) =
A(Af(x)), paratodo x € Ry asi sucesivamente. Si la variable x pasa
del valor x al valor x + nr, para n € N, entonces f(x) pasa a valer
f(x 4+ nr)y se tiene:

nn-—1)
1

n(n—1)--1
() 4 e — AT []

Flx+nr) = £(x) + %Af(x) + e

Los coeficientes de f(x), Af(x), A%f(x) se forman de la
misma manera que los coeficientes del desarrollo del binomio
(a + b)™. Dichos coeficientes son:

n nn—1) nn-—1)--1
17 12 7 7 1-2-en

ahora, si h es un niumero dado positivo, tomando ny r tales que nr =
h, entonces r tiende a cero cuando n tiende a infinito v,
reciprocamente. Escribe [*;] de la forma:

nrAf(x) nn—1Dr2A%f(x) nmn—1)- 1r*A"f(x)
1 7 1-2 r? A T e rn

flx+nr)=f(x)+

segun Taylor, si r tiende a cero, n tiende a infinito, por tanto,
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fx+h)=fx)+hf'(x) +h2%(lx)+--- L,

Lo que permite inferir que su férmula se obtuvo a partir de la
formula de interpolacion de Newton, para un nimero infinitamente
grande de pasos y trabajando con numeros infinitamente grandes e
infinitamente pequefos. Desde su descubrimiento, la férmula de
Taylor ha proporcionado un método potente para solucionar distintos
problemas del analisis matematico, entre ellos: el calculo de limites
indeterminados, discusién general del problema de méaximos y
minimos, desarrollo en serie de funciones trascendentes y
procedimientos numéricos de aproximacion de tales funciones. En
general, la teoria de polinomios de Taylor infinitos se puede
considerar como parte de la teoria de funciones analiticas, muy
importante dentro del analisis matematico desde el siglo XIX.

De su trabajo se resalta que la recta tangente a una funcion
f(x) en un punto x = x, es aquella recta que pasa por el punto
(xo,f(xo)) y tiene como pendiente la primera derivada de la funcion
en el punto. De hecho, la recta tangente es la mejor aproximacion
lineal a la gréfica de f en un entorno del punto (xo,f(xo)). Si x se
encuentra lejos de Xo, la recta tangente puede no ser una buena
aproximacion. La recta tangente es un polinomio de grado 1, el tipo
mas sencillo de funcion que se puede encontrar, por lo que parece
natural preguntarse si es posible encontrar un polinomio de grado
dos que aproxime esta funcion. El proceso de derivacion de
funciones reales de variable real puede obviamente iterarse,
obteniendo la segunda derivada y sucesivas derivadas de una
funcidn. La existencia de la derivada n-ésima en un punto dara lugar
a una aproximacién aun mejor, mediante un polinomio de grado
menor o igual que n, llamado polinomio de Taylor.
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Los polinomios de Taylor aproximan mejor a la funcién
localmente, en el entorno de un punto, cuanto mayor sea el orden del
polinomio. Seria natural extender la nocion de polinomio de Taylor
a la de serie de Taylor dejando que n tienda a infinito y preguntarse
si, dada una funcion f de clase infinito, la serie de Taylor converge
en todo punto a la funcion f. Para responder esta pregunta es
necesario el teorema que afirma que, si una funcién es de clase
infinito en cierto intervalo y tiene todas sus derivadas
uniformemente acotadas para todo punto del intervalo, entonces la
funcién coincide con su serie de Taylor en todo punto del intervalo.
Sin embargo, la diferencia entre la funcion original y su polinomio
de Taylor conocida hoy como resto de Lagrange o resto de Taylor.
La rapidez con la que el resto de Lagrange tiende a cero al acercarnos
al punto en cuestion viene dada por el Teorema de Taylor-Young.
En algunos textos suele llamarse Teorema de Taylor con resto
infinitesimal o forma infinitesimal del resto de Taylor y afirma que
el resto de Taylor de orden n de f en x centrado en a es un
infinitésimo de orden superior que la potencia n—¢ésima de x = a en
el punto a, pero este resultado no permite calcular el error que se
comete en la aproximacién. Una estimacion mas precisa es posible
mediante el conocido Teorema de Taylor, una generalizacion del
Teorema del Valor Medio, pero incluyendo derivadas sucesivas de
una funcién, que es propio del desarrollo alcanzado en las
matematicas modernas. A pesar de ello cabe resaltar que Taylor
afiadié a las matematicas una nueva rama que ahora conocemos
como célculo de diferencias infinitas y descubrid su célebre formula.
Cabe resaltar que ademas de Taylor también Newton, Leibniz,
Bernoulli o Moivre descubrieron variantes al Teorema de Taylor. La
importancia de este teorema permanecié desconocida hasta 1772,
cuando Lagrange expuso los principios bésicos del calculo
diferencial.

Como se ha mencionado, la férmula de Taylor también
conocida como Teorema de Taylor es uno de los resultados
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fundamentales del Analisis Matematico moderno y cuenta con un
amplio abanico de aplicaciones. Su origen esta ligado con problemas
de aplicacion a la ciencia con problemas de optimizacion y
aproximacion de funciones. El teorema es descrito en los siguientes
términos: Sea f una funcion n + 1 veces derivable en un intervalo
I. Dados dos puntos x, a cualesquieraen I con x # a, se verifica que
existe algun punto c en el intervalo abierto de extremos a y x tal que:

£ - T =L -y

La demostracion es en los siguientes términos: se fijan los
puntos x, a. Se define una funcion g: I — R:

®) (¢
90 = f() - Zf Ow-or, veer

n+1)
facilmente comprueba que g'(t) = — ' © (x — t)™ Aplicando el

teorema del valor medio generaliza a las funciones g)y h(t) =
(x — t)™*1 en el intervalo de extremos x y a, para garantizar que
hay un punto ¢ comprendido entre x y a tal que:

(h(x) = h(a))g'(c) = (g(x) — g(a))h'(c). Como g(x) = h(x) =0,
se tiene que:

(n+1)
G- LD o = g@m+ - o
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y, teniendo en cuenta que g(a) = f(x) — T,,(f, a)(x), obtiene la
igualdad. En términos formales matematicamente, la serie de Taylor
tiene la siguiente forma:

T=f(a)+#(x—a)+]¥(x—a)z+¥(x—a)3
(n)
+---+f |(a) (x—a)"
n

2 £
T(f,a,x) = Zf !(a) (x —a)™ 2.
n=0

n

En general, la diferencia entre serie y polinomio de Taylor es
que, en el primer caso, se trata de una secuencia infinita, mientras
que en el segundo se trata de una serie finita. Asi, el polinomio de
Taylor se puede definir como una aproximacion polindmica de una
funcion n veces derivable en un punto especifico (a).

fQ) = f(xo) + f' (x0) - (x = xo) +f Z(TO) (= x0) + -+ M (x) - (x — x0)"

o)
fx) = an—('x()) (x —xo)" 2.
n=0

El Treatise de Maclaurin de 1742 fue fundamental en la
recepcion del legado de Newton, su estilo era una sintesis de lo
antiguo y lo moderno. Motivado por la polémica que surgi6 tras la
aparicion del Analyst de Berkeley en 1734; Maclaurin presento una
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exposicion sistematica con una variedad de resultados, con
contribuciones originales tanto en matematicas puras como
aplicadas. Pero ademas de refutar las criticas de Berkeley, y de
imprimir sus resultados en matemaéticas, también se destaca el
proyecto de unificar las diferentes corrientes del complejo legado
newtoniano. Maclaurin, mientras valora el poder de los métodos
modernos comparados con los antiguos, subraya que los
matematicos antiguos eran mas rigurosos; muestra que el método de
fluxiones se sigue naturalmente de la geometria griega, desde el
método de exhauscidn, hasta una técnica para el calculo de areas y
volumenes atribuida a Eudoxo y Arquimedes. Para el método de los
infinitesimales manifiesta que representan un alejamiento del rigor
de la geometria antigua. La oposicion de Maclaurin al método de los
infinitesimales, manifiesta que los gedmetras que se han envuelto en
el laberinto del infinito, han abandonado la fiel practica de los
antiguos y han aceptado la divisibilidad infinita de la materia y la
teoria vorticial de los movimientos planetarios. Indica que los
infinitos y los infinitesimales pasaron de la geometria a la filosofia,
Ilevando consigo la oscuridad y perplejidad que no puede dejar de
acompaiiarlos.

Algunos admiten una division real, asi como una
divisibilidad de la materia in infinitum. Se imaginan
que los fluidos consisten de particulas infinitamente
pequefias, que estdn compuestas a la vez de otras
infinitamente menores; y se supone que esta
subdivisién continda sin fin. Para resolver los
fendmenos de la naturaleza, propone vortices de
grados indefinidos o infinitos, imitando los
infinitesimales de la geometria; todo ello cuando
cualquier orden mas elevado es insuficiente para tal
propésito, o cuando se ocupan de una dificultad
insuperable, un orden inferior puede preservar tan
favorito esquema. La naturaleza esté4 confinada en su
operacion a actuar por pasos infinitamente pequefios.
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Se rechazan los cuerpos perfectamente duros, y la
antigua doctrina de los &tomos es tratada de
imaginaria porque en sus acciones y colisiones
pueden pasar subitamente del movimiento al reposo,
0 de éste a aquél, violando esta regla. De esta manera
la doctrina de los infinitos esta entretejida de nuestras
especulaciones sobre la geometria y la naturaleza
(MACLAURIN, 1801, p .84).

Este apartado muestra cuanto estaban enmarafiadas las
matematicas con la filosofia natural en el pensamiento de Maclaurin.
El método de los indivisibles e infinitesimales, poco riguroso, se
convirtio en falsas creencias sobre la estructura de la materia y el
éter, conllevo al rechazo del atomismo y a la aceptacion de las teorias
vorticiales. Indicd que se trataba de una filosofia absurda por el
producto de una geometria viciada. Leibniz y algunos de sus
seguidores como Bernard le Bovier de Fontenelle fueron claramente
su objeto controvertible, asi como Berkeley. Se pregunté ;Cémo
pues es posible vincular el método de exhauscién de Arquimedes con
el método de fluxiones, evitando el inseguro concepto de
infinitesimal?, intenta responder con una clara y precisa exposicion:

Nuestro designio en el siguiente tratado no es
proponer alterar la nocién de fluxién de Sir Isaac
Newton, sino explicar y demostrar su método
deduciéndolo ampliamente a partir de pocas verdades
auto evidentes, en esa estricta forma. Y al tratarla,
abstraer de todos los principios y postulados que
puedan requerir imaginar cualesquiera otras
cantidades, salvo aquellas que pueda concebirse que
tienen existencia real. No consideraremos ninguna
parte del espacio o el tiempo como indivisible o
infinitamente pequefio, sino que consideraremos un
punto como un término o limite de una linea, y un
momento como un término o limite del tiempo.
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Tampoco resolveremos las lineas curvas o los
espacios curvilineos por elementos rectilineos de
cualquier clase. EI método de demostracidon, que fue
inventado por el autor de las fluxiones, es preciso y
elegante; pero proponemos empezar con uno que es
un poco diferente el cual, al ser extraido un poco del
de los antiguos, puede hacer mas facil a los
aprendices la transicion a su método y puede obviar
algunas objeciones que se le han hecho
(MACLAURIN, 1801, p. 96).

Maclaurin se refiere claramente al método de las razones
primeras y ultimas, es decir, al método sintético de fluxiones. Su
objetivo es presentar este método de una forma que naturalmente se
relacione con el método de exhaucion de Arquimedes. Primero
presenta las nociones de movimiento, espacio y velocidad; luego
procede a introducir nociones basicas de la geometria fluxional de
Newton. Define la fluxion como la velocidad con la cual una
cantidad fluye, en cualquier limite del tiempo mientras se supone que
se genera. Esta apelacion intuitiva le proporciona al método sintético
de fluxiones de Newton una base ontoldgica ausente en el calculo
diferencial de Leibniz, dado que los infinitesimales, aqui Maclaurin
estd de acuerdo con Berkeley, no tienen una existencia real. Luego
presenta cuatro axiomas, dos sobre movimiento acelerado, y dos
sobre movimiento retardado, que le permiten basar los
procedimientos limite de Newton en una estructura axiomatica
analoga a la de las técnicas de exhaucién. Todas las pruebas en el
primer libro del Treatise de Maclaurin se asemejan estructuralmente
a las técnicas de exhaucion en cuanto prueban la imposibilidad de
una desigualdad entre dos magnitudes geométricas. Como lo sefiala
Grabiner, sélo en el segundo libro la geometria de las fluxiones se
abandona a favor de los computos del método de fluxiones. Aqui
Maclaurin introduce la notacién y el algoritmo del De quadratura de
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Newton permitiéndole hacer computos de fluxiones que interpreta
en términos de magnitudes cinematicas.

La conviccion de que el algoritmo es independiente de la
geometria era ajena a Maclaurin; también era la idea que las
matematicas podrian desarrollarse independientemente de la
filosofia natural; para él, las matematicas y la filosofia natural
estaban extremadamente entrelazadas. El Treatise fue una sintesis de
lineas de investigacion en los trabajos matematicos impresos de
Newton y en los trabajos de sus primeros seguidores: esta obra
empezaba con un Prefacio que le rendia tributo a la geometria griega;
en el Libro 1 el método de exhauscion resulto ser la base del método
geométrico de las razones primeras y ultimas presentado en los
Principia. EI método analitico de fluxiones se desarrolld solo
después de que estas premisas se habian clarificado; los tratamientos
de lainformacion del Libro 2, que continuaban la tradicion simbolica
newtoniana, eran presentados no como un algoritmo independiente,
sino como un simbolismo que siempre era posible interpretarse en
términos de nociones geométrico/cinematicas.

El tratado de fluxiones de Maclaurin publicado en 1742,
marco la cima de la precision Idgica alcanzada por las matematicas
en Inglaterra durante el siglo XVIII. La muerte de Maclaurin en
1746, y después la de Johann Bernoulli en 1748, imprimen la
desaparicion de los dltimos discipulos de Newton y Leibniz. La
préxima época estard dominada por Johann Bernoulli, Euler, y
D" Alamber. Johann Bernoulli®? estando en Paris, conocié personajes
como Malebranche, Cassini, La Hire, Varignon y L’Hopital. Tras la
muerte de su hermano Jakob en 1705, Johann le sucede en su catedra
en Basilea; el entusiasmo manifestado en su ensefianza atrae a un
alumno que resultaria extraordinario, un joven de nombre Leonard
Euler. Aqui es de resaltar que, aunque Jakob poseia un sentido critico

52 Johann Bernoulli (1667-1748), decimo hijo de la familia de Nikolaus Bernoulli. Johann motivado por su hermano
mayor Jokob decide dedicarse a la fisica, la astronomia y a las mateméticas.
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méas desarrollado que Johann, este ultimo manifestd mayor
originalidad e imaginacién, llegando a ser mas prolifero que su
hermano mayor en matematicas. Johann reconocié siempre a
Leibniz como su maestro y fiel amigo, manifestd con respecto a
Newton una antipatia incondicional, objetandole de manera
imperdonable con relacion a la célebre controversia entre Newton y
Leibniz. Situacion que hizo a los dos hermanos distanciarse con
motivo de la solucion del problema de los isoperimetros.

Con relacion al problema isoperimétrico, este era clasico
desde la antiguiedad, fueron numerosos matematicos que se ocuparon
de este problema sin hallar posible repuesta hasta la época. Desde
Zenodoro que lo resolvié para poligonos, y vivio cerca al 200 a.C.,
hasta el siglo XIX cuando se planted la resolucion para figuras
convexas cualesquiera e incluso la necesidad de probar la existencia
de tal solucién. La literatura en Educacion Matematica muestra
profusos trabajos que hacen un recorrido historico del problema,
entre ellos: Blasjo (2005), Porter (1993) y Thomson (1984); lo
interesante es que en mayo de 2010 le dedicaron en Tunez un
congreso con el titulo International Conference on the Isoperimetric
Problem of Queen Dido and its Mathematical Ramifications
(ASHBAUGH et al., 2010). ElI mencionado problema se puede
resumir asi: Entre todas las curvas cerradas en el plano de perimetro
fijo, ¢qué curva (si la hay) maximiza el area de la region que
encierra? Se puede demostrar que esta cuestion es equivalente al
problema: Entre todas las curvas cerradas en el plano que cierra un
area fija, ¢qué curva (si la hay) minimiza el perimetro? Se destaca
que este problema esta relacionado conceptualmente con el principio
de minima accién en fisica, que consiste en: ¢cual es el principio de
accion que encierra la mayor area, con la mayor economia de
esfuerzo? Trabajo adelantado por Cusa®®, manifestado en el proceso
por el que se genera un circulo, como el reflejo mas directo, en el

%Nicolas de Cusa, filosofo del siglo XV considerd la accion rotatoria.
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dominio de las impresiones sensoriales, del proceso por el que se
crea el universo. Recordemos que Kepler invoco el principio
isoperimétrico al discutir la morfologia del sistema solar en su obra
El misterio sagrado del Cosmos (Mysterium Cosmographicum
en1596). Es de destacar que para el siglo XVIII Lagrange y Euler
realizaron grandes contribuciones para la resolucién de problemas
de isoperimetro similares. Problemas que habian sido un asunto de
discusion durante méas de medio siglo, mediante una nueva técnica
denominada: el célculo de variaciones (BOYER, 2010, p. 615). Sin
embargo, no abordaron la demostracion del problema concreto de la
curva de una longitud dada capaz de abarcar una mayor area.

Aunque el circulo parece ser la solucién obvia al problema,
probar este hecho es bastante dificil ain en la actualidad. EI primer
adelanto en la solucion lo hizo Steiner® en 1838, usando un método
geomeétrico llamado simetrizacion de Steiner. Introdujo el enunciado
anterior diciendo que se trata de «un problema que Pappus nos
transmite desde la antigiiedad». Ofrecid una solucion dada por dos
triangulos isdsceles en los que, si se toma en cada tridngulo los
puntos de interseccion de las perpendiculares a los lados en los
puntos de unién de estos con las bases, entonces los segmentos
determinados por los puntos de interseccién y los extremos de las
bases son de igual longitud en los dos triangulos. Steiner plante6 que
la razon entre las bases es igual a la razon entre los senos de los
angulos que los lados forman con cada base. En primer lugar, si el
poligono tiene area maxima, debe tener todos sus lados iguales. En
efecto, si dos lados AB y BC fueran distintos, entonces se tiene un
triangulo ABC no isosceles, de modo que tomando como base el
segmento AC es posible construir un triangulo isosceles ADC,
isoperimetro al primero, pero que segun la propiedad (entre los
triangulos con el mismo perimetro e idéntica base, el is6sceles es el

54 Jakob Steiner gedmetra suizo
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que tiene mayor area), tendria mayor area, con lo que el poligono de
partida no seria de &rea maxima (ver Figura 31a).

Figura 31 - Simetrizacion de Steiner

(a)

Fuente: Elaboracién propia.

En segundo lugar, si el poligono tiene area maxima, debe ser
equiangular. Si dos angulos son distintos, es suficiente aplicar que
dados dos tridngulos isdsceles no semejantes, si se construyen, sobre
las mismas bases, dos triangulos isdsceles semejantes entre si, de
modo que la suma de sus perimetros coincide con la suma de los
perimetros de los triangulos originales no semejantes, entonces la
suma de las areas de los tridngulos semejantes es mayor que la suma
de las areas de los triangulos no semejantes; para construir dos
triangulos semejantes que, conservan el perimetro, aumentan el area,
en contra de la maximalidad del poligono de partida (Figura 31b).

Steiner mostrd que, si existia una solucién, entonces tenia
que ser el circulo. Comenz6 con algunas construcciones geometricas
faciles de entender; por ejemplo, demostré que cualquier curva
cerrada que encierra una region que no es completamente convexa
puede ser modificada para encerrar un area mayor “rotando” las
areas concavas para que se vuelvan convexas. Demostro que
cualquier curva cerrada que no sea completamente simétrica puede
ser deformada para encerrar un area mayor, dado que la tnica forma
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que es perfectamente convexay simétrica es el circulo. Aunque esto,
en si mismo, no representa una prueba rigurosa del teorema
isoperimétrico, que se suele enunciar en forma de desigualdad que
relaciona el perimetro y el area de una curva cerrada en el plano. Si
P es el perimetro de la curva y A es el &rea de la region cerrada por
la curva, entonces la desigualdad establece que para el caso de un
circulo de radio r, se tiene A =nr? y P = 2xir, e introduce estos valores
en la desigualdad para mostrar que el circulo maximiza de hecho el
area entre todas las curvas de perimetro fijo. Pues, el circulo es la
Unica curva que maximiza el area. En la actualidad hay muchas
pruebas de esta desigualdad. Aqui se resalta la de Adolf Hurwitz en
1901, dado que se trata de una prueba puramente analitica de la
desigualdad isoperimétrica clasica basada en las series de Fourier y
en el teorema de Green. El lector interesado puede consultar la
bibliografia reportada al final de este manuscrito. El esquema béasico
de las demostraciones de Steiner es similar en todas ellas, aunque
con argumentos y construcciones diferentes. A saber, si partimos de
una figura no circular con perimetro fijo y area maxima, se puede
construir otra figura que, con el mismo perimetro, tiene mayor area,
en contradiccién con lo supuesto, concluyendo que la figura 6ptima
debe ser un circulo ya que las nuevas figuras presentan propiedades
que solo tiene este.
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DESARROLLO DEL CALCULO EN EL SIGLO XVIII

Cabe resaltar que los grandes cambios generados entre los
siglos XV al XVII con la “nueva” forma de hacer matematicas,
generd cambios de actitud en las matematicas del siglo XVII quizé
influenciada por la variedad de descubrimientos de tipo: geogréfico,
cientifico, médico y tecnoldgico; pero fue el interés de los
matematicos por descubrir méas que por dar pruebas rigurosas lo que
fortalecié dicho cambio. Implicitamente se potencié el uso del
infinito sin las limitaciones aristotélicas. Situacion que para el siglo
XVIII proporcion6d a las matematicas dos grandes instrumentos
formalizados: la geometria analitica y el célculo infinitesimal.
Ambos extensamente desarrollados y aplicados a la resolucion de
una enorme variedad de problemas. Lo que hizo aumentar
considerablemente el nimero de aplicaciones del célculo, pero con
un uso impreciso de cantidades infinitas e infinitesimales, asi como
la intuicion geométrica; ambos seguian causando confusion y duda
sobre sus fundamentos. De hecho, la nocion de limite, central en el
estudio del calculo, era aun vaga e imprecisa en ese entonces. Se
inicia el siglo XVIII que luego fue conocido como el siglo de la
razén, porque durante este periodo se observo el desarrollo de unas
bases soOlidas para ese calculo que venia sin rigor. Uno de los
principales artifices fue el Andlisis de Fourier, muy similar al
planteado por Taylor, con la diferencia que Fourier planted la
aproximacion de una funcion por combinaciones lineales de
funciones del tipo seno y coseno. Trabajo que motivo el estudio de
la representabilidad de una funcion arbitraria por medio de una serie
trigonométrica estudiada a finales del siglo y que se mantuvo hasta
inicios del siglo XIX, también mostrados mas adelante y que
complementarian el rigor ausente en los siglos predecesores.
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EL ANALISIS DE FOURIER

Fourier® investigd en matematicas puras y aplicadas, lo que
produjo un impulso para el trabajo posterior sobre series
trigonométricas y la teoria de funciones de variable real. Con los
aportes de Fourier el concepto de funcién tomo6 protagonismo,
relacioné el problema de representacion en series con el problema
de integracion, hecho que trasformd radicalmente el calculo
infinitesimal. Inicié estudiando la trasformacion del calor, lo que le
permitio ampliar el dominio de las funciones méas alld de las
continuas. Trabajo que posteriormente motivo a otros matematicos a
profundizar en las condiciones que debia cumplir una funcién para
ser representada en series trigonométricas. Una de esas condiciones
era la integrabilidad de la funcidn sobre un intervalo determinado
incorporando el concepto de integral. Para esta época la integral era
considerada como una herramienta de solucion necesaria, pero no
era el concepto principal de estudio. Fourier aport6 la notacion de
los extremos de integracidn que, en matematicas modernas es,

d X
fo) =o| [ Fode

X
a

lo que le permitio identificar que el problema principal consistia en
el desarrollo asintético de la funcidn ftff(t)dt, (esto es,
f;f(t)dt = x™ + k), considerado una variante de la integracion

impropia. Lo destacado aqui es conforme al planteamiento sobre la
buena definicion que debe tener la funcion, situacion que la relaciona

5 Jean Baptiste Fourier (1768- 1830), matematico francés, realiz6 investigaciones en matematicas puras y aplicadas.
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con las integrales impropias de segunda especie (MATEUS-
NIEVES; HERNANDEZ, 2022). Por su parte, Pier (1996) plantea
que con Fourier la integral se ve como el area bajo la curva,
planteando la pregunta “;qué tan discontinua puede ser una funcién
para que sea integrable?” (p. 66); sin embargo, la formalizacion de
la integral impropia fue trabajada por DeMorgan en 1830 con series
convergentes que representan la integral Jxoce—xdx+oou para u>0
arbitrario. Pier (1996, p. 70-72) plantea que “Poisson abordé la
resolucion de una integral impropia mediante extension al plano
complejo, considerando: dx = —i(cosz + i senz)dz, deduciendo
que:

@n+)m,,

[ = ltog(=(cosz + isen )],

Ahora bien, es necesario afinar la lupa de la historia que
permite ubicar el origen del analisis de Fourier (1822) a mediados
del siglo XVIII, con los trabajos de D'Alembert, Euler; Bernoulli,
cuando estudiaron el movimiento de una cuerda vibrante.
D'Alembert demostré que si la funcion u(x,t) representa el
desplazamiento vertical de la cuerda en la coordenada x (supone 0 <
x < m por simplicidad) y en el tiempo t, lo que en términos modernos
equivale a:

%ulx,t) _ 0%u(x,t)
atz  ox?

, 0<x<m t>0.

Esta ecuacién (conocida como la ecuacion de ondas) tiene
infinitas soluciones, la idea era obtener la que cumpla unas
condiciones iniciales y de contorno predeterminadas. Asi, si la
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posicion inicial de la cuerda estuvo dada por una funcion f, donde la
velocidad inicial de la misma es cero, y la cuerda esta fija en sus
extremos, la funcion u satisface un problema de tipo mixto de la
forma:

0%u(x,t)  0%u(x,t)
a2 9x?

, 0<x<m t>0

u(x,0) = f(x), u(x,0)=0, 0<x<m
u(0,t) =u(mr,t)=0, t=0.

D'Alembert y Euler publicaron independientemente
soluciones al problema anterior de la forma:

uCet) = 2[F e+ 0 + 7 (x = 0)]

siendo ? la extension a R, impar y 2 periodica de la funcion f. De
este resultado Euler discrepa de D'Alembert en el tipo de funciones
iniciales f que podian ser consideradas. Mientras que para
D'Alembert f deberia tener una Unica expresion analitica, Euler
defendia que no habia razén fisica para no admitir como posiciones
iniciales f a aquellas funciones que, en diferentes partes de [0, «],
tuviesen expresiones distintas siempre que la posicion resultante, al
considerarlas unidas, tuviese una cierta regularidad. Hay que tener
en cuenta que, para los matematicos contemporaneos de Euler era
admitido que cada funcion daba lugar a una grafica, pero no
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reciprocamente, cuando la grafica en cuestion tenia diferentes
expresiones en distintos intervalos. Estas discrepancias fueron las
primeras manifestaciones sobre los problemas que acarreaba la
necesidad de tener una buena definicion de la nocion de funcion. Lo
que aqui se resalta es que Euler defendia que cualquier grafica podia
ser considerada como una curva inicial, hecho que no era compartido
por D'Alembert.

Otra forma de abordar el problema fue propuesta por Daniel
Bernoulli en 1753, apoyado en situaciones de tipo fisico, que lo
llevaron a pensar que una cuerda oscila con varias frecuencias al
mismo tiempo cuando esta esta tensada y es pulsada por alguien o
algo, determind que las amplitudes relativas dependen de las
condiciones iniciales de la vibracion. Caracteristica conocida hoy
como principio de superposicion. La solucion propuesta consistio en
una serie trigonomeétrica de la forma:

u(x,t) = Z fnsen (nx) cos(nt), Vvn € N

con una adecuada eleccion de los coeficientes f;,.

Sin embargo, esta versién expuesta por Bernoulli no tuvo
aceptaciéon en su tiempo. En particular, Euler objetd la idea de
Bernoulli porque considero llevaba a un resultado paraddjico, el
hecho de que una funcion arbitraria pueda ser expresada en forma
trigonometrica. En su tiempo, las curvas se dividian en dos clases:
continuas y geomeétricas. Una curva se decia continua si ordenadas y
abscisas podian conectarse por alguna formula y = f(x). Y una
curva se denominaba geométrica si podia dibujarse con trazos
continuos o discontinuos. Pensaban, pues, que la segunda categoria
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era mas amplia que la primera, ya que, lo que hoy consideramos
como una funcion C; a trozos puede dibujarse, pero, no expresarse
necesariamente con una sola expresion analitica. Luego, si una
funcién arbitraria puede expresarse, por ejemplo, como serie de
senos, entonces cualquier curva geométrica seria continua, lo que no
era admisible por entonces. Por otra parte, D'Alembert consideraba
que la manera més natural de hacer que una cuerda empezase a vibrar
era desplazarla de su posicion de equilibrio tirando de algin punto
de ella. Esto hace que su posicion inicial se pueda representar
mediante dos rectas que forman un determinado angulo. Para
D'Alembert, esto haria imposible pensar que pudiese expresarse
como una serie trigonométrica debido a la no derivabilidad de tal
funcion.

A pesar de estos planteamientos, Fourier, cincuenta y cuatro
afios més tarde, con el problema de la propagacion del calor,
examino con detalle las ideas de Daniel Bernoulli. Se intereso por la
teoria de la conduccidn del calor en los cuerpos so6lidos. Considerd
una varilla delgada de longitud dada cuyos extremos se mantienen a
0° centigrados y cuya superficie lateral esta aislada. Si la funcion f(x)
representa la distribucion inicial de la temperatura en la varilla,
supone que la temperatura de la varilla en cada seccion transversal
de la misma es constante, se pregunta cudl sera la temperatura de
cualquier punto x en el instante t > 0. Fourier demostré que si u(x, t)
representa la temperatura en la seccion x y en el tiempo t, entonces
la funcion u debe satisfacer

0%u(x,t)  dulx,t)
0x2 ot

, 0<x<m 0<t<T

u(x,t) = u(mt) =0, 0<t<T
u(x,0) = f(x) 0<x<m.
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Siguiendo el razonamiento de Bernoulli, Fourier buscé
soluciones mas sencillas que puede presentar la ecuacién del calor
sujetas a las condiciones de contorno. Usd, para ello, el método de
separacion de variables y garantizé que la solucion del problema
venia dada como superposicion de tales soluciones. Sucintamente,
formulé como solucion la funcion u definida por la serie:

u(x, t) = Z frn exp(—n?t) sen(nx)
n=1

donde,

_2 [ d N
fn—onf(x)sen(nx) x Vn€ N.

En la demostracion de Fourier se ve el uso y desarrollo
planteados por Taylor de la funcién f(x) y de las funciones
trigonométricas sen (nx), n € N. Inicialmente impuso que la
funcion f(x) admite un desarrollo en serie de potencias, para luego,
mediante complicados procedimientos y mucho ingenio, pasar a
funciones f(x) generales y arbitrarias. Aqui sin duda, la expresion
def,, se convirtié en una de las contribuciones fundamentales de
Fourier y marcO una diferencia notable respecto del trabajo de
Bernoulli. Con esta primera demostracion de que cualquier funcién
admite una representacion en serie trigonomeétrica da nombre a una
disciplina importante en la Matematica actual: el Analisis de
Fourier. En su obra Fourier comienza deduciendo la ecuacion que
gobierna la difusion del calor. Después resuelve el problema de la
distribucion de temperatura en un tiempo dado a partir de la
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distribucion en el instante inicial. Para ello introduce el método de
separacion de variables, también conocido como método de Fourier.
Para escribir la solucion necesita escribir la funcion que da el dato
inicial como suma de una serie trigonométrica.

Hubo otra contribucion considerada como importante a la
teoria de las series de Fourier cuando Dirichlet establecio
condiciones iniciales, que posteriormente Riemann en 1854
desarrollaria sobre series trigonométricas. En ese trabajo Riemann
construyo funciones con una cantidad infinita de discontinuidades y
estudio la posibilidad de representarlas por series de Fourier. Es
clave mencionar que durante el resto del siglo XI1X se obtuvieron
condiciones todavia mas generales para la convergencia de series de
Fourier. Algunos son citados a lo largo del trabajo y se ahora se hara
énfasis sobre el criterio de Dini. Para el caso general y dada una
funcién de periodo 2z el problema consiste en encontrar una serie
trigonomeétrica cuya suma coincida con f (x) para cada x. El criterio

de Dini sostiene que si f(x +c¢) = @ es integrable en un entorno
a cero en la variable c, entonces la serie de Fourier de f converge
puntualmente a f(x). La importancia de este trabajo se observo
posteriormente con el espacio L,(a, b) en el sentido de Lebesgue
(1901), planteada en los siguientes términos: Sea [a, b] el intervalo
cerrado de extremos a y b, con a 'y b dos nimeros reales dados. Si
f:la,b] - R esuna funcion medible, diremos que f es de cuadrado
integrable si la integral:

b
f FI? dx

existe en el sentido de Lebesgue y es finita. Para ello, Dados f, g dos
elementos de L, (a, b) se consideran iguales si lo son casi por doquier
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en [a, b] (es decir, f(x) = g(x) salvo en un subconjunto de [a; b] de
medida nula). Esto es:

b
L,(a,b) =1 f:[a,b] » R medible: ffz(x)dx < 4o

ysif,g € Ly(a,b),f =g« f(x)=gkx) cpd.enla,b].

Asi L, (a, b) es un espacio vectorial real con la suma usual de
funciones y el producto usual de un namero real por una funcién. Si
fy g son dos elementos de L,(a, b) se puede definir el producto
escalar de f y g como:

b
<f.9>= [ F0g@dx Vf.g € ab) =

lo interesante de este resultado es que en matematica modernas
sabemos que, con este producto escalar, L?(a, b) es un espacio de
Hilbert®® separable de dimension infinita. Mire la extrapolacion tan
importante a los avances planteados por Fourier con resultados como
la definicion de base, al modo hilbertiano, en L?(a, b), y el teorema
de Lebesgue en 1902. veamosla al detalle.

5 Matematico de finales del siglo X1X e inicios del siglo XX. En este libro se mencionaran sus principales aportes.
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Definicion de base hilbertiana en L?(a,b): Sea B =
{f,mn € N} un subconjunto ortonormal de L?(a,b). Diremos que
L,(a, b) es hilbertiana de L?(a, b) si y solo si cualquier elemento f
de L?(a, b) se expresa de la forma:

f= i(f,fro fr
n=1

esto es,

k
lim [f ;m fn>] =0

enL?(a,b) 2,

En varias ocasiones, disponer de criterios equivalentes para
demostrar que ciertos subconjuntos ortonormales son base de
L?(a, b), puede llegar a ser (til.

LA OBRA EULER

Dentro del desarrollo del célculo infinitesimal se encuentra
otro trabajo que se destaca como extraordinario, tanto por su
sorprendente profundidad como por sus importantes hallazgos. Se
habla aqui del trabajo de Leonhard Euler que llegd a convertirse en
figura principal de las matematicas en el siglo XVIII. Se destacan
tres tratados escritos en latin, Introductio in analys infinnitorum de
1748, Institutiones calculi dierentiales de 1755 e Institutiones
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calculi integralis en 1768. En los que Euler dio al célculo la forma
que conservo hasta el primer tercio del siglo X1X. El célculo, que
inicialmente era un célculo de variables o, mas exactamente, de
cantidades geométricas variables, y de ecuaciones, se fue
transformando, por su influencia, en un calculo de funciones.

La historiografia realizada permite inferir que la introduccion
formal del Calculo Integral dentro del analisis infinitesimal, se logro
con el estudio de Johan Bernoulli, con el primer curso sistematico de
calculo integral en 1742. Sin embargo, fue Euler quien llevo la
integracion hasta sus Gltimos efectos, de tal forma que los métodos
de integracion indefinida alcanzaron practicamente su nivel actual.
Sin embargo, se aclara que en la teoria de fluxiones de Newton la
mutua inversibilidad de los problemas del calculo de fluxiones y
fluentes se evidenciaba claramente. Mientras que para Leibniz el
problema era mas complejo: la integral surgia inicialmente como
definida. No obstante, la integracion se reducia practicamente a la
busqueda de funciones primitivas, a pesar que la idea de la
integracion indefinida fue inicialmente la dominante. En el
desarrollo de este trabajo, los hermanos Bernoulli inventaron el
calculo de variaciones y Monge la geometria descriptiva.

Con los aportes de Euler se revoluciond la matematica
continental del siglo XVIII al ubicar una direccion que estaba
enfrentada con los valores promovidos por Newton y reglamentados
por Maclaurin. Este proceso cambio el lenguaje, las principales
lineas de investigacion, y los valores subyacentes a la préactica
matematica continental. A pesar de su magnitud, este cambio es
dificil de discernir ya que tiene que ver con aspectos técnicos de
matematicas superiores y se dio en ausencia de declaraciones o
manifiestos explicitos. Fue un cambio silencioso, y sin embargo
significativo. EI cambio insurrecto en las matematicas continentales
puede resumirse brevemente recordando los desarrollos que han sido
estudiados por especialistas como Blay, Bos, Engelsman,
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Youskevitch, Fraser, y Grattan-Guinness. Por su parte Fraser (1989),
caracterizo el anélisis del siglo XVIII, desde el cambio ocurrido
alrededor de 1740 en los siguientes términos:

La imagen que ahora surge del desarrollo del célculo
en el continente, podria dividir el desarrollo de
investigacion sobre el tema en tres amplios periodos:
uno geométrico, en el que predominan los problemas
y las concepciones de la geometria; uno analitico o
“algebraico” que comienza en la década de 1740 en
los escritos de Leonhard Euler y alcanza su expresion
final con el trabajo de Joseph Louis Lagrange a
finales de siglo; y el periodo del andlisis clasico que
comienza a principios del siglo XIX con los escritos
de Augustin Louis Cauchy (FRASER, 1989. p. 320).

Al respecto Guicciardini (2006) plantea que sélo algunos
matematicos participaron en el cambio desde el primer periodo, el
geométrico, al segundo, el algebraico, y que el intercambio de
informacion entre ellos, por medios como los manuscritos y
presentaciones verbales, era inaccesible para las personas ajenas.
Cabe aclarar que los matematicos britanicos no siguieron los trabajos
de Euler y Lagrange, dado que raramente son citados en la literatura
britanica hasta principios del siglo XIX. Retomando a Fraser (1989),
alrededor de 1740 los matemaéticos continentales, iniciando con
Leonhard Euler, empezaron a concebir el calculo no tanto como un
algoritmo para el estudio de las curvas u otros objetos geométricos,
como habia sido el caso para las obras de Leibniz y Newton, sino
mas bien como el estudio de las funciones entendidas como
expresiones analiticas compuestas de variables y constantes. Este
giro, constituye lo que Bos (2001) llam6 la “des-geometrizacion” del
analisis del siglo XVIII, cuyos objetos ahora eran expresiones
simbdlicas, a saber, funciones. Ademas, las funciones podrian ser
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funciones multivariadas, es decir expresiones simbolicas de la forma
f(x,y,z...). El interés en las funciones multivariadas, fue motivado
por el estudio de las trayectorias ortogonales (ENGELSMAN,
1984) y la mecénica del continuo (CLIFFORD, 1960), condujo a las
ecuaciones diferenciales parciales; siendo D’Alembert, Daniel
Bernoulli y Euler los primeros en manejar, alrededor de 1750, una
ecuacion diferencial parcial en su estudio de la cuerda vibrante®’.
Finalmente, los enfoques hacia la dinamica analitica en términos de
principios extremos, tales como ‘“los de minima accion o de
velocidades virtuales, soportaron el desarrollo del calculo de
variaciones, con Euler como el primero en desarrollar este método”
(Fraser, 1991, p. 315). Este proceso de des-geometrizacion del
calculo leibniziano realizado por Euler le otorga el nombre de
célculo euleriano para distinguirlo del leibniziano.

Retomando a Euler, en 1748 publica la Introductio in
analysin infinitorum seis afios después del Treatise de Maclaurin, su
forma y alcance fueron completamente diferentes; Bos (2001) lo
describe como des-geometrizacion. Su primer volumen estuvo
dedicado a definir, clasificar, y manipular funciones de una o mas
variables, definidas como expresiones simbolicas que implican
cantidades variables y constantes. Este enfogue no se encontrd ni en
Newton ni en Leibniz. Se traté de una contribucion Unica, lo que
significd otra ruptura epistemoldgica, que debe acreditarsele a la
generacion de Euler, que dividio las funciones en clases: racional,
irracional, logaritmica, exponencial, trigonométrica, par, impar, y asi
sucesivamente. Dedic0 paginas enteras a teoremas relacionados con
clases de funciones, su transformacién, o sus series de expansion,
donde ocasionalmente apel0 a la intuicion geométrica o cinematica.
En el segundo volumen, distinguié técnicas algoritmicas aplicadas a

57 Guicciardini (2006) plantea que el descubrimiento del calculo parcial diferencial fue un logro de varios
matematicos continentales. L. Greenberg ha subrayado la importancia para este desarrollo del matematico francés
Alexis Fontaine des Bertins (Ver GREENBERG, J. L. “Alexis Fontaine’s Integration of Ordinary Differential
Equations and the Origins of the Calculus of Several Variables”. Annals of Science, n. 39, 1982, p. 1-36).
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temas geométricos donde estudié cubicas, cuadraticas, asintotas,
curvaturas y superficies. Las caracteristicas geométricas no fueron el
fundamento que justifico el riguroso simbolismo del célculo, como
lo fue en Maclaurin, sino como una aplicacion de técnicas
algoritmicas que se desarrollaron independientemente de cualquier
interpretacion®. En el célculo euleriano las técnicas algoritmicas se
relacionan con clases de funciones. Situacion que le permitio
desarrollar trabajos adelantados sobre calculo diferencial e integral
definidos en su obra Introductio. En Institutiones calculi
differentialis de 1755 y en las Institutiones calculi integralis entre
1768-70, presenté asimilé clases de funciones simples y
multivariadas como expresiones simbdlicas, cuyo propdsito fue
determinar sus derivadas e integrales. Luego de alcanzar estos
resultados simbdlicos, busco extenderlos a geometria y mecanica.

VVeamos de forma exhaustiva la ingeniosa forma como Euler
en 1744 enfrento el problema para calcular la suma de la serie:

1 1 =1
1+2—n+3—n+“'=z—n [1]

para n > 2 entero, a pesar que esta misma situacion estaba siendo
trabajada por otros matematicos del siglo XVII como los hermanos
Jacob y Daniel Bernoulli, asi como Christian Goldbach, quienes
obtuvieron resultados preliminares sobre la suma de esta serie para
el cason = 2,

58 En este sentido Guicciardini (2006) los plantea como un tema delicado, ya que podria alegarse que Euler nunca
abandoné por completo la necesidad de una interpretacion geométrica. De hecho, Euler le prest6 atencién a la
dimension geométrica de los diferenciales, entendidos como lineas, angulos, superficies etc., infinitesimales en lugar
de simbolos algebraicos.
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(o]
1 1 1
l+S++= ) = [2]

Euler perfecciond y super6 los célculos de sus predecesores.
Calcular la suma de la serie [2] no fue facil debido a su lenta
convergencia, dado que para calcular el nimero al que converge, con
una precisién de seis decimales, hay que sumar al menos un millén
de términos de la serie, situacion algo compleja para la época. Sin
embargo, lo enfrenté escribiendo:

11_1<1<1_11
k k+1 k(k+1) k2 k(k-1) k-1 ¥

suma desde k=n+1, por la propiedad telescdpica de los extremos de
la desigualdad anterior, obtuvo:

1 - 1_1
n+1 k2 n
k=n+1

de tal forma que aproximar la serie con n lugares decimales requiere
calcular la suma de al menos 10™ términos. Finalmente, en1735,
Euler anunci6 en [1] que:

2 1 1 1 =1
_ _+_+_+...=Z_ [3]
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resultado que contribuy0 a establecer su prestigio como matemaético.
Poco despues, anuncio la generalizacion del calculo anterior al caso
cuando n = 2™ en [1]. Diez afios después, debido a criticas y dudas,
revisé y dio otras demostraciones de los célculos anteriores, hasta
lograr procedimientos satisfactorios del tema. En medio de este
trabajo considero la funcion gamma que hoy lleva su nombre, y que
se obtiene al interpolar la factorial de un entero, y a la consideracion
de productos infinitos en su relacién con ciertas series infinitas. En
el apartado [2] estudio varias series, donde considerd una sugerencia,
via correspondencia con Goldbach, y obtuvo una descomposicion de
la serie [1] en términos de un producto que involucra a todos los
primos, probando el teorema: Si de la serie de primos se forma el

roducto A S LS entonces su valor es
P (2"-1) (3"-1) (5"-1) (7"—1)

igual a la suma de la serie:

equivalente a:

tanto la argumentacién como la demostracion en si, se considera
como ingeniosa, aqui se hace necesario revisarla para mirar su
rigurosidad. Para comenzar, escribe,
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1 1 1 1
x_1+2_n+3_n+4_n+5_n+

luego divide entre 2™ y obtiene:

1 1 1 1 1
X =t m gt

resta de la expresion anterior,

2 I
2 - TENTEn T

elimina todos los términos con denominadores divisibles por 2.
Después divide la expresion anterior por 3" y obtiene:

-1 1 1 1 1 1 1
@y 33 e Ty e em

resta de la expresion anterior y llega a:

(2”—1)(3”—1)
2n.3n + +11n+13"+17n+
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ya que se eliminan todos los términos con denominadores divisibles
por 3. Del mismo modo se eliminan, en el lado derecho, las potencias
de los denominadores que son divisibles por 5, 7, 11, etcétera,
notando que en cada paso se eliminan los sumandos que tienen la
potencia del primo correspondiente y también sus multiplos; de tal
forma, dice Euler, que al final se eliminan todos los términos del lado
derecho excepto el primero, a saber, el nimero 1, y del lado
izquierdo queda la expresion:

@ -1DE - 1)E"—1)(7" - 1) -

2n.3n.5n.7n.... x=1

Para obtener la afirmacion del teorema, plantea que el
argumento anterior también sirve para probar, repitiendo los pasos
anteriores con n=1, que la serie armdnica se puede escribir como el
producto siguiente:

Jiito 2 3 s 7
t3titT T D G- G- -n

esto es:

ol

©o
2= 1l 55
-1
k=1 P primop
de donde concluye que, como la serie armonica diverge, el nUmero

de primos debe ser infinito. Lo que él no dimensiond fue que esta
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demostracion rigurosa del teorema se expandio para la serie de la
forma:

[ee]

1
()= ) —

nS
n=1

con s un namero complejo con parte real mayor que 1.

A pesar de estos avances, una caracteristica de este periodo
seguia siendo la carencia de formalizacion de su teoria debido a
problemas de rigor y consecuente fundamentacion tedrica, aspectos
que marcaron otra nueva etapa en la historia del calculo
infinitesimal, y en particular del concepto de integral, cuya
evolucion llevé a transformarlo en el naciente Calculo Integral,
desarrollando y formalizando los conceptos de integral definida y
sus extensiones, integrales impropias. Euler en una carta a Goldbach
en 1744, explicé que antes de escribir el manual sobre Célculo
infinitesimal consideré que debia desarrollar una serie de temas
precedentes, relacionados con los infinitos necesarios para la
comprension del célculo. En los tres tratados desarrollados sobre
calculo diferencial e integral, Introductio in analysin infinitorum,
Institutiones calculi differentialis e Institutiones calculi integralis, se
observa una doble naturaleza: una taxonomica, al proponer una
clasificacion de funciones y otra de caracter instrumental, donde
presentd la descomposicion de polinomios como producto de
factores simples, correspondientes a raices reales o dobles,
correspondientes a raices imaginarias. Kim (2009) menciona que
Euler ideé métodos de eliminacion y descomposicion en fracciones
simples, proponiendo eliminar toda referencia hecha a la geometria
en el estudio de cantidades variables, a través del concepto de
cantidad abstracta o universal.
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Es interesante notar que Euler fue consecuente del hecho que
ahora se alejaba no sélo de la tradicién newtoniana de los Principia,
sino también de la leibniziana. Con la Mechanica, Euler enfrent6 la
dindmica desde el trabajo con cuerpos rigidos, flexibles, y fluidos; la
defini6 como un trabajo sisteméatico de puntos masicos cuyos
resultados son una aplicacion sistematica de ecuaciones
diferenciales basicas. Con su Mechanica mostro que la aplicacion
del célculo diferencial e integral a la ciencia del movimiento permitia
enfrentar un sinnimero de situaciones que antes no eran concebibles,
lo que conllevd a que el estilo euleriano dominara la escena
continental en la fisica-matematica. La dimension de los aportes de
Euler fue tan amplia que calcul6 la suma de otras series, que para
verlas en perspectiva y comprenderlas, es necesario utilizar
conceptos posteriores, esto es adelantarnos casi 100 afios, cuando
Dirichlet introdujo una generalizacion de la funcion zeta de
Riemann, para lo cual se hace necesario recordar definiciones
pertinentes, reitero en matematica modernas.

Esto es: si N es un nimero natural, un caracter de Dirichlet
maodulo N es un homomorfismo del grupo de unidades del anillo de
enteros modulo N al circulo unitario en C.

*

Z
x:(ﬁ) SSl={zeC |zl =1} S C

el caracter se extiende a todoZ, para definir una funcion
multiplicativa X: Z — C mediante

X(nmod N) simcd(n,N) =1,

X(n) = {0 simed(n,N) # 1.
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Ahora bien, si % y X' es un caracter modulo m, éste induce
la funcion X: Z — C mediante,

_(X(amod N) simcd(a,N) =1,
X(a) = {0 simcd(a,N) # 1.

y como X es un caracter de Dirichlet médulo N del que es posible
decir que es inducido por el caracter X'. Un caracter de Dirichlet
modulo N se dice que es primitivo si no es inducido por alguin
caracter médulo m para todo m < N, y también diremos que en este
caso N es el conductor de X y se denotamos por N = f(X).

Si X;, X, son caracteres de Dirichlet primitivos, de
conductores f; y f5, respectivamente, entonces existe un Unico
caracter primitivo X cuyo conductor f divide al producto f; - £, tal
que X (a) = X, (a)X,(a) paratodo a coprino con f; - f,. Al anterior
caracter X se le conoce como el producto de X; y X, y se denota
X = XX, . Sinembargo, simcd(a, f; - f2) > 1 no necesariamente
se tiene que X (a) = X;(a)X,(a).

El conjunto de caracteres de Dirichlet primitivos es un grupo
abeliano con el producto anterior y su neutro es el caracter trivial o
principal X°:Z — C dado por X°(n) = 1 para todo n. Se observa
que X ° es el Unico caréacter con conductor 1. El inverso del caracter

primitivo X es el caracter X dado por conjugacién compleja, esto

es, X(a) = X(a), para a € Z. Elementos importantes para probar
que dado un caracter de Dirichlet (primitivo) X, se define su L-serie
de Dirichlet mediante la expresion:

L(X,s) = B X(n)n=*

n=1
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para un complejo s tal que Re(s) > 1. Se observa que si X° es el
caracter trivial, entonces L(JX,s) = {(s) que es la funcion zeta de
Riemann. En forma anéloga a la demostracion dada anteriormente
del teorema de Euler, mas aun, se puede probar que L(X,s)
converge absoluta y uniformemente en un semiplano de C y define
una funcién holomorfa en el semiplano Re(s) > 1. De hecho, si
X+ X

es primitivo, a diferencia del caso de la funcion zeta de Riemann,
prueba que L(X,s) tiene una continuacion analitica a todo C. La
multiplicatividad de X, i.e., X(mn) = X(m)X(n) y la condicién
de que |X(n)| < 1, implican la existencia de un producto de Euler
de la forma:

toes = | | a-xewo

p primo

En esta misma direccion, para esta época, Fagnano estudiaba
algunas integrales elipticas, en particular aquellas asociadas a la
longitud de arco de la lemniscata:

[7=

y que habia publicado entre 1714 y 1720 en algunas revistas italianas
de poca circulacion; lo interesante de este trabajo es que Fagnano
obtuvo, una formula para duplicar un arco de lemniscata dado y
Euler, que habia estado siguiendo el trabajo de sus contemporaneos
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acerca de integrales elipticas, se interes6 de inmediato por las
férmulas de Fagnano de tal forma que cinco semanas después, en
1752, presento resultados donde explicd y comenzd a extender los
aportes de Fagnano hasta obtener una férmula para sumar dos
longitudes de arco arbitrarias de la lemniscata; guiado por la analogia
con la longitud de arco de la circunferencia x> + y?> =1, de radio 1y
centro el origen (0, 0), determind que la longitud de arco en el primer
cuadrante estd dado por la integral:

r dz
s(r) = Oj—l—xz

para este caso se sabe que un cambio de variable trigonométrica
permite calcular estas integrales. Sin embargo, existe una forma mas
sistematica de calcular las integrales anteriores, parametrizando el
circulo usando la pendiente de las rectas que pasan por uno de sus
puntos, en particular A = (—1,0), donde después de resolver las
ecuaciones polinomiales correspondientes el cambio de variable que

. 2m e .
se sugiere es x = — que, al substituir en la integral para la

longitud de arco del circulo, racionaliza el integrando ya que:

t
[ dz [ 2dm
S(r)_fx/1—x2_f1+m2'
0 0

2 .
para t = 1+:2 que se calcula de forma elemental; en este sentido,

desde la vision de las matematicas modernas, se disefid una
articulacion  entre  modelacion matematica e integracion
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trigonomeétrica aplicada a estudiantes universitarios con el objeto de
observar el desarrollo de competencias matematicas, (ver Mateus-
Nieves, 2023). Ahora, para la lemniscata cuyas ecuaciones
paramétricas es posible escribir como 2x?2 = m? + m* y 2y? =
m? — m* respectivamente (Euler, 1753, p. 40). Despeja x e y en
términos del parametro m, y restringe al primer cuadrante donde el
pardmetro varia en el intervalo [0, 1], cuya longitud de arco
correspondiente es:

s=s(r)=fL
J V1 —x*

y al proceder por analogia con el caso de la longitud de arco del

circulo, observa que ahora se tiene V1 — x* en lugar de v1 — x2 , lo
. . . 2m?2 .

que sugiere el cambio de variable x = o aue, evidentemente es

monotona y suprayectiva cuando 0 <m < 1,y que al hacer las
substituciones correspondientes en la integral anterior se obtiene

s=s(r)= L=\/§Jd—m
0 0

donde es evidente que, a diferencia del caso del circulo, el cambio
de variable propuesto no racionalizo el integrando. Sin embargo,
Fagnano y Euler consideran ahora la integral del lado derecho para

2
la cual el cambio de variable analogo que se sugiere es m =
que al substituirlo en la integral del lado derecho queda

2u
1-u*
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r t v
dr dm du
s=s(r) = —=\/§f—=\/§\/§J—
) 0f\/l—x‘L s V1+m? s V1—ut
esto es, s(r) = 2s(v) donderz% 2 [«].

A pesar que no es posible racionalizar el integrando de la
longitud de arco de la lemniscata, si se tiene la formula [*] permite
duplicar la longitud de arco de la misma. Euler generaliza lo anterior
y obtiene una férmula para sumar dos longitudes de arco arbitrarias
de la lemniscata. Estos resultados alcanzan mayor desarrollo con los
trabajos de Abel y Jacobi, como inversion de integrales abelianas,
que en el caso de la integral de la longitud de arco del circulo
unitario:

r dx
0= [ 7=
0

pensada como una funcion de r, su funcion inversa, en el intervalo
correspondiente, es r = sen(s) que satisface la formula de aditividad
sen (a + B) = sena cos f + cosa sen 3, que al reemplazar x =

sena y y=senf, se tiene que cosa =V1—x2 y cosf =
J1—y2, por lo que sen(a+B) =xV1—x2+y,/1—y2? de
donde se obtiene que para z = a + f = sen”*(sen(a + B)) se
alcanza la formula de la aditividad :
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Z

x y
J‘ dr +f dt _ du
JNT=rZ JN1-¢7 S V1-u?

donde z = xv1 — x% + y,/1 — y2. Que representan las formulas
de aditividad para la integral,

t

[ 7=

!

y que son las que Euler generalizd para la lemniscata y otros
polinomios de grado cuatro. Resultados que se consideran el
nacimiento del estudio de la ley de grupo en una curva eliptica, en
este caso dada por la reticula en C asociada a los dos periodos de la
integral eliptica considerada. Como se puede observar, los aportes
de Euler fueron de tal magnitud que en un siglo después ya fue
posible definir una curva eliptica E como el lugar geométrico de los
puntos de C? que satisfacen un polinomio cubico en dos variables.
La formula de adicion que encontrd Euler corresponde al hecho que
los puntos de la curva E se pueden sumar de tal manera que E tiene
estructura de grupo abeliano, una propiedad que no tienen otras
curvas de genero distinto de 1. Estos aportes se extienden a la teoria
de nimeros, donde interesa considerar curvas elipticas definidas por
polinomios con coeficientes racionales que, después de eliminar
denominadores y cambiar variables adecuadamente, se pueden
considerar como curvas definidas por polinomios con coeficientes
enteros.
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LOS APORTES DE SIMPSON, CLAIRAUT, LAGRANGE Y
D’ALEMBERT

Simpson®® conocido por sus trabajos en el subcampo
matematico del anélisis numérico, que denomind interpolacion a la
obtencion de nuevos puntos partiendo del conocimiento de un
conjunto de puntos. Actualmente en ingenierias y otras ciencias es
frecuente disponer de un cierto numero de puntos obtenidos por
muestreo 0 a partir de un experimento y pretender construir una
funcién que los ajuste. Si se tiene una funcién cuyo célculo resulta
complicado, es posible a partir de un cierto numero de valores
interpolar dichos datos construyendo una funcién mas simple. En
general, no obtendremos los mismos valores evaluando la funcion
obtenida que si evaluamos la funcién original, si bien dependiendo
de las caracteristicas del problema y del método de interpolacion
usado la ganancia en eficiencia puede compensar el error cometido.
La idea es que, a partir de n parejas de puntos (x, ), obtener una
funcion f que verifique f(xx) =yx, k=1,2,---,n, a la que
denomina funcién interpolante de dichos puntos. A los puntos x;, les
Ilama nodos. Algunas formas de interpolacion que se utilizan con
frecuencia son la interpolacion lineal y la polinémica, donde la lineal
se convierte en un caso particular de la polindmica. En términos
generales, la interpolacion lineal se utilizan dos puntos, (x4, v,), Y
(xp,Vp), para obtener un tercer punto interpolado (x,y) a partir de
la siguiente férmula:

(yb - ya)

y=ya+(x—xa)-(xb_x)

% Thomas Simpson (1710-1761). Matematico inglés.
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la interpolacion lineal es rapida y sencilla, pero en ciertos casos no
muy precisa.

Con relacion a su obra sobre integracion numeérica,
actualmente en un curso de andlisis numeérico, constituye una amplia
gama de algoritmos para calcular el valor numérico de una integral
definida y, por extension, el término se usa a veces para describir
algoritmos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. El
término cuadratura numérica, a menudo abreviada cuadratura, es
sinbnimo de integracion numérica, especialmente si se aplica a
integrales de una dimension, a pesar de que, para el caso de dos o
mas dimensiones, integrales multiples, también se utiliza. El
problema basico considerado por la integracién numérica es calcular

una solucion aproximada a la integral definida: f:f(x)dx. Este

problema también puede ser enunciado como un problema de valor
inicial para una ecuacion diferencial ordinaria en los siguientes
términos: y'(x) = f(x), y(a) = 0. Encontrar y(b) es equivalente
a calcular la integral. Actualmente hay varias razones para llevar a
cabo la integracion numérica, la principal puede ser la imposibilidad
de realizar la integracion de forma analitica; esto es, integrales que
requeririan de un gran conocimiento y manejo de matematicas
avanzadas pueden ser resueltas de una manera mas sencilla mediante
métodos numéricos. Incluso existen funciones integrables cuya
primitiva no puede ser calculada, siendo la integracion numeérica de
vital importancia. La solucién analitica de una integral arroja una
solucion exacta, mientras que la solucién numérica da una solucion
aproximada. El error de aproximacion, que depende del método que
se utilice y de qué tan preciso sea, puede llegar a ser tan pequefio que
es posible obtener un resultado idéntico a la solucion analitica en las
primeras cifras decimales.

Hay variedad de métodos basados en aproximar la funcién
f(x) aintegrar por otra funcion g(x) de la cual se conoce la integral
exacta. La funcion que sustituye la original se encuentra de forma
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que en un cierto numero de puntos tenga el mismo valor que la
original. Como los puntos extremos forman parte siempre de este
conjunto de puntos, la nueva funcién se llama una interpolacion de
la funcion original. Cuando los puntos extremos no se utilizan para
encontrar la funcidén que sustituye a la original entonces se dice
extrapolacion. Regularmente estas funciones son polinomios.

Ejemplos de la interpolacién con polinomios evaluada en
puntos equidistantes separados en [a,b] son las formulas de
Newton-Cotes, la regla del rectangulo, la del trapecio y la de
Simpson. Si se escogen los nodos hasta k = n + 1 incluidos los
extremos del rango, sera la formula de Newton-Cotes cerrada y si se
escogen k =n — 10 que no incluyen en los datos tabulados los
extremos serd la formula de Newton-Cotes abierta. El método més
simple de este tipo es hacer que la funcion interpoladora sea una
funcién constante, lo que genera un polinomio de orden cero, que
pasa a través del punto (a, f(a)); hoy se conoce este método como
la regla del rectdngulo, cominmente notada:

b
[ 1o~ - o @

Ahora bien, si en el método anterior la funcion pasa a través
a+b (a+b

del punto <T'f —
punto medio, notado como:

)) este método recibe el nombre de: regla del

a+b)

b
[ reoar~-ar (%5
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La regla del trapecio corresponde al caso donde el polinomio
sustituto de la ecuacion original es del primer orden, aunque la

formula original no pase por el punto (— f (a+b)>. Entonces si:

f(b) f()

[f( )+ (x a)l dx

cuya regla de integraciénes: I = (b — corresponde a la

misma férmula usada en la regla del punto medio. Ahora bien, si la
funcién interpoladora es, por ejemplo, un polinomio de grado 2 que

pasa a través de los puntos (a, f(a)), (a+b f (aH’)) y (b, f (b)), el

método recibe el nombre de la regla de Simpson, a veces también
Ilamada regla de Kepler, consistente en un método de integracién
numeérica que se utiliza para obtener la aproximacién de la integral,
en los siguientes términos:

a) f (a);rf )

f redx =222 @+ 4f (22 + 1)
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Figura 32 - Polinomio interpolante

= a -
an n IF

Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura 32, la funcion f(x) en color azul, es aproximada
por otra funcion P(x), en este caso cuadréatica de color rojo. Veamos
en términos modernos como se hace una deduccion de la regla de
Simpson. Se considera un polinomio interpolador de orden dos

P,(x) que aproxima a la funcion integrando f(x) entre los nodos

a+b
Xy = a, x1=bym=T.

La expresion de ese polinomio interpolante, expresado a
través de la interpolacion polindmica de Lagrange es:

_ (x—m)(x —b) (x —a)(x —b) (x—a)(x—m)

de esta forma, la integral buscada es
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b
sz f(x) dx
a
equivalente a:

b
I = f P,(x)dx + término error
a

b —
— T“ [f (@) + 4f(m) + F(D)] + E(f),

donde E (f)es el término de error, por tanto, es posible aproximar
como:

b b—a
| redr =222 ir@ + arom + b))

El término error E(f), llamado error global, Wussing (1998,

p. 141) lo presenta como la correspondenciaa: E(f) = — Z—Zf(“) o),

donde h=b;—a y & pertenece al intervalo [a,b]. Con esa

aproximacion se hace posible estimar el error cometido al aproximar
la integral mediante este método. Si las cuatro primeras derivadas de
f(x) son continuas en el intervalo, entonces el error, en términos
absolutos, queda acotado como:

5

h
_ (4)
<30 ggg;g,lf ©|,

b b
E()| = j FG)dx — f P,(x) dx

a

donde, nuevamente h = b%a yé € [a,b] 2.
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Entre las principales obras publicadas por Simpson estan:
Treatise of Fluxions 1737, The Nature and Laws of Chance 1740,
The Doctrine of Annuities and Reversions 1742, Mathematical
Dissertation on a Variety of Physical and Analytical Subjects 1743,
A Treatise of Algebra 1745, Elements of Geometry 1747,
Trigonometry, Plane and Spherical 1748, Select Exercises in
Mathematics 1752, Miscellaneous Tracts on Some Curious Subjects
in Mechanics, Physical Astronomy and Speculative Mathematics
1757.

Clairaut®®, caracterizado por su precocidad, se menciona que
a los 13 afios de edad presentd su primer trabajo cientifico, en
geometria, a la Académie des Sciences. Estudi6 la determinacion de
la forma de la tierra, midié latitud y longitud, es considerado junto
con Johan Bernoulli, Euler y D’ Alembert, uno de los fundadores de
la hidrodindmica. Formul6 ecuaciones de movimiento para cuerpos
sumergidos en liquidos. Hizo aportes en geometria, establecio la
ecuacion diferencial de Clairaut y soluciones singulares, calcul6 con
precision el perihelio del cometa Halley en 1759.

La ecuacion diferencial de Clairaut €S una ecuacion
diferencial ordinaria de la forma: y = xX— +f( ) donde y es

funcién de x. Para resolver la ecuacion, dlferenC|a respecto a dx,
quedando:

dy dy dy dy\] dy d% ,(dy>d2y
axaxl et (a)]—d—”@” ax) dx?

que se reduce a:

0 Alexis Claude Clairaut (1713-1765), matematico y astronomo francés.
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2
,(AY\] 4y
O=|x+f"|-— -
dx/1 dx

se tiene que
d?y

~ dx?
O0=x+f (Z—Z).

. d . . .
En el primer caso, ¢ = d—z para cualquier constante arbitraria

c. Sustituye en la ecuacion de Clairaut, para tener la familia de rectas
cuyas ecuaciones estan dadas por: y(x) = c, + f(c), llamadas
soluciones generales de la ecuacién de Clairaut (CLAIRAUT, 1734,
p. 201-202). Para el otro caso define solo una solucion y(x),
denominada solucién singular, cuyo grafico es envolvente de las
graficas de las soluciones generales. La solucion singular se
representa normalmente usando notacién paramétrica, como:

(x(p),y(p)), donde p representa %.

Lagrange, trabajé conforme a los lineamientos de Euler, el
objeto de sus calculos fueron las clases de funciones simples y
multivariadas, en lugar de curvas, superficies y ecuaciones
diferenciales parciales. Lagrange determind un “factor integrante
para la ecuacion lineal general, y completé la prueba de la solucion
general de una ecuacion lineal homogénea de orden n”
(LAGRANGE, 1749, p. 91). Entre los principales logros del siglo
XVIII, esté la aparicion del analisis infinitesimal entendido como la
culminacion de un largo periodo de desarrollo matematico, ya que
durante el siglo XVII se habian formado premisas esenciales como:
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la existencia del algebra ya formada y de la técnica de célculo,
introduccién en las matematicas de la variable y el método de
coordenadas; Los intentos por resolver problemas fisicos, llevaron
gradualmente a considerar modelos matematicos que contienen una
ecuacion, en la que una funcion y sus derivadas juegan un papel
importante,  posteriormente  conocidas como  Ecuaciones
Diferenciales y si la funcion es de una sola variable independiente,
son llamadas Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. De esta forma
Lagrange, dio un tratamiento completamente analitico de la
mecénica, realiz6 contribuciones al estudio de las ecuaciones
diferenciales, la teoria de nimeros, desarrollo6 la teoria de grupos y
la propuesta de fundamentar el calculo sobre un algebra formal de
series de potencias. Si bien la idea de Lagrange de evitar el uso de
limites no fue apropiada, su propuesta, concreta en su obra Théorie
dés-foncions analytiques de 1797, tuvo el efecto de liberar el
concepto de derivada de sus significaciones tradicionales. De hecho,
la terminologia funcién derivada, asi como la notacién f'(x) para
representar la derivada de una funcién f, fueron introducidas por
Lagrange en dicho texto. A partir de este momento la derivada deja
de ser algo de naturaleza imprecisa, fluxion o cociente diferencial, y
empieza a ser considerada simplemente como una funcion.

Partiendo del trabajo de Lagrange, D’Alembert®® encontré
las condiciones bajo las cuales el orden de una ecuacion diferencial
lineal puede ser disminuido. Derivado de un método para tratar los
casos excepcionales, resolvid el problema de las ecuaciones lineales
con coeficientes constantes, e inici0 el estudio de sistemas
diferenciales lineales (D’ALEMBERT, 1767). En su Tratado de
dinamica, formulo el conocido principio de D ’Alembert, relacionado
con cualquier sistema mecanico donde ademas de las fuerzas que
controlan su evolucion, existen cierto numero de ligaduras que
precisan su movimiento. Para evitar este desconocimiento,

61 Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783), matematico francés.
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reformuld la Mecéanica de modo que estas fuerzas no aparecen
explicitamente, lo que lo lleva a confirmar la existencia de la inercia
en un punto material, como la reaccion ejercida por ese punto frente
a las fuerzas que actuan sobre él. Reconoce que todos los cuerpos
tienen una tendencia a permanecer en su estado de reposo o de
movimiento rectilineo y uniforme. Lo interpreta como una
resistencia inercial al cambio denominandolo fuerza inercial. Hoy
sabemos que la forma méas conocida de esta fuerza inercial es la
fuerza centrifuga. En la ecuacion de D’Alembert, la fuerza inercial

dpi . . . .
% aparece en igualdad con la fuerza aplicada Fi, reduciendo el

problema dindmico a un problema estatico. Esta interpretacion fue
duramente atacada por algunos autores, en particular Heinrich Hertz.
Para un sistema en equilibrio, el Principio de D’ Alembert se reduce
a la condicion que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea cero
y lo denota

Z Fi(STi =0
i

La descomposicion de la fuerza Fjsobre la particula ien
fuerzas aplicadas F/ y fuerzas de restriccion Ff da:

N N
ZFiA.Sri-I-ZFiC.dri = 0
i i

el segundo término en la ecuacion puede ignorarse si el trabajo
virtual debido a las fuerzas de restriccion es cero. Esta ley se conoce
con el nombre de Principio de los Trabajos Virtuales y representa
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una herramienta util para el estudio de estos sistemas. A manera de
sintesis, la aplicacion del trabajo virtual a la estatica conduce
principalmente a ecuaciones algebraicas entre las fuerzas, mientras
que el principio de D’Alembert aplicado a la dindmica conduce a
ecuaciones diferenciales. De este trabajo es posible inferir que la
primera figura que abrio6 el camino para la reformulacion moderna
de la idea del paso al limite fue D’Alembert, al que le siguieron
importantes trabajos de replanteamiento conceptual y rigorizacion
I6gica: Bolzano, Abel, Cauchy, Weierstrass, Dedekind que llegan
hasta Cantor. Estos trabajos establecieron la pauta, caracteristicas y
sentidos del analisis matematico y su ensefianza hasta nuestros dias.

La productividad matematica en el siglo XV1II se concentrd
en el Célculo y en sus aplicaciones a la Mecanica, de ahi que los
aportes de Laplace sobre el calculo de diferencias finitas editado por
Lagrange, le asegur6 un rapido ascenso en el estudio de problemas
de valores extremos, aplicaciones del Calculo Integral a la solucion
de ecuaciones en diferencias, soluciones singulares de Ecuaciones
Diferenciales y problemas de Astronomia Matematica. Se destacan
dos trabajos en los que unifica no solamente sus propias
investigaciones sino también gran parte del trabajo previo, estos son:
la Mecanica Celeste, publicada en 5 volimenes entre 1799 y 1825,
reconocida como la culminacion de los trabajos de varias
generaciones de matematicos Kepler, Galileo, Newton, Clairaut,
D’Alembert, Euler y Lagrange. La otra, Teoria Analitica de
Probabilidades, publicada en 1812, describi6 un calculo para asignar
una credibilidad racional a sucesos aleatorios, basandose en la teoria
de permutaciones y combinaciones.

En 1785, Laplace dio un paso clave en el uso de integrales en
forma de transformaciones de ecuaciones diferenciales, que
simplemente eran la forma de la solucién, y encontrd que la ecuacion
transformada era facil de resolver, incluso mas que la original
(GRATTAN-GUINNESS, 1997), dichas expresiones son:
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z=[X(x)e*™dx,yz=[X(x)x*dx.

Laplace escribié Teoria analitica de las probabilidades en
1812 y Mecénica celeste entre 1799 y 1825, lo que le valid el
sobrenombre del Newton francés. Se le comparé con Euler que
escribio textos sobre calculo, mecanicay algebra que se convirtieron
en modelos a seguir para otros autores interesados en estas
disciplinas, el éxito de Euler junto al de estos matematicos de finales
de siglo por resolver problemas tanto matematicos como fisicos
utilizando el célculo so6lo sirvié para acentuar la falta de un desarrollo
adecuado Y justificado de las ideas basicas del célculo.

Se habia llegado al estudio de cuestiones muy complicadas a
las que no se les conocia o veia un alcance claro. El Célculo Integral
incluia ademas de la integracion de funciones, problemas de la teoria
de las ecuaciones diferenciales, el célculo variacional y la teoria de
funciones especiales. Euler presentd el Caélculo Integral como un
método de busqueda, dada la relacion entre los diferenciales o la
relacién entre las propias cantidades. La operacion con lo que lo
obtuvo la denoming integracion, donde el concepto primario era la
integral indefinida. El propio Calculo tenia el objetivo de elaborar
métodos de busqueda de funciones primitivas para funciones de una
clase lo mas amplia posible partiendo del concepto de integral
indefinida. Introdujo un sistema completo de definiciones, junto con
una constante aditiva arbitraria que denoming total. Reconocié que
la fijacion de esa constante arbitraria conducia a una integral parcial.
Lo que se destaca aqui es que el valor de esta Gltima, para cierto valor
determinado del argumento, daba el equivalente a la integral
definida. Esta sucesion armoniosa resultd imposible de mantener en
las aplicaciones dada la necesidad de distinguir entre integracién
definida de indefinida, situacion que genero nuevos conflictos que
no fueron solucionados inmediatamente. Se usaba indistintamente el
simbolo implementado por Leibniz [ f(x)dx, tanto para las unas
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como para las otras. ElI simbolo al que estamos acostumbrados
f:ff(x)dx para notar una integral definida, fue encontrado por

Fourier entre 1819 y 1822. Lo que se pretende mostrar es que entre
los siglos XVI11'y XIX el desarrollo del calculo infinitesimal se centro
en la formalizacion rigurosa del calculo Integral por la serie de
problemas de caracter especial que debia enfrentar. Los esfuerzos en
su resolucién condujeron a la elaboracion de nuevas ramas del
Analisis Matematico, estas Ultimas, tarde o temprano se separaron
de su fuente inicial, el Célculo Integral del siglo XVIII.

LOS APORTES DE ADRIEN LEGENDRE, CARNOT, Y
GAUSS

A finales del siglo XVIII el célculo infinitesimal siguid
desarrollandose con los aportes de Adrien Legendre®2. Sus primeros
trabajos estuvieron centrados en mecanica. En 1794 publico
los Elementos de geometria, una version reordenada y simplificada
de la obra original de Euclides que alcanzé multitud de reediciones
y que fue traducida a mas de treinta idiomas. Introdujo conceptos
como la funcion que lleva su nombre y la primera demostracion,
anterior a la de Gauss, del método de los minimos cuadrados. Fue el
primero en dedicar una obra estrictamente a la teoria de nimeros
(Théorie des nombres, en 1830), donde obtuvo resultados
fundamentales como la demostracion de la ley de la reciprocidad
cuadratica. Se destaca su Tratado de las funciones elipticas y de las
integrales eulerianas (1817-1832), donde siguiendo los pasos de sus
predecesores Eulery Lagrange, estudié de forma sistemaética las

52Adrien-Marie Legendre. (1752-1833). Matematico francés, su trabajo sobre integrales elipticas proporciond
herramientas analiticas bésicas para la fisica matematica.
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funciones elipticas y las redujo a tres formas bésicas, que ahora son
conocidas por su nombre. También compil6 tablas de los valores de
sus integrales elipticas y mostr6 como se pueden usar para resolver
problemas importantes en mecéanica y dinamica.

El interés por aritmetizar las matematicas se basaba en que el
numero era un dato, una idea a priori, y de ahi que no se tuviera
conciencia de la necesidad de aclararlo. Las propiedades de las
funciones continuas en un intervalo cerrado de la recta quedaban
demostradas so6lo en parte al no disponer de una teoria sobre los
nameros reales. La condicion de Cauchy para la convergencia de
sucesiones y series de numeros, las construcciones de la integral
estaban incompletas. Pero llama la atencion las funciones continuas
no diferenciables. Todo ello exigia una aclaracién del sistema de los
nameros reales. En aras de encontrar respuestas se dieron varias
construcciones diferentes. Las més utilizadas son las de Cantor y
Dedekind; ambas tenian como punto de partida el conjunto Q de los
nameros racionales. En ellas el conjunto de los nimeros reales deja
de ser una idea a priori para ser construido a partir de otros
conceptos. Pero aqui el problema eran los nimeros irracionales.

A pesar que durante el siglo XVIII se habian utilizado sin
problemas y se suponia que para ellos eran validas las mismas
propiedades y operaciones que para los racionales. Se decia de ellos
que se aproximaban por racionales y eso bastaba. Después se preciséd
que eran el limite de nimeros racionales. Cantor aclard que primero
habia que construirlos y después ver si eran limite de algo.
Weierstrass, en 1859, hablo claramente de la necesidad de hacer una
teoria sobre estos numeros. El origen de la construccion de Dedekind
es la idea de continuidad de la recta, ligada a la teoria de las
magnitudes de Eudoxo. Observo que la continuidad consistia en que
partir la recta en dos, de forma que una parte quede a un lado de la
otra, solo es posible hacerlo tomando un punto de la recta (esto era
un axioma geomeétrico en su tiempo), observé que eso no ocurria con
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los nimeros racionales. De la teoria de Eudoxo dedujo que la
relacion entre dos magnitudes inconmensurables divide a los
racionales en dos clases con esa propiedad. De aqui obtuvo la idea
de cortadura y denomin6 namero real a una cortadura del conjunto
Q. Definié la suma, el producto y el orden sin demasiadas
dificultades y probo que, haciendo cortaduras en los reales, no se
obtenian nuevos ndmeros. Seguidamente demostré que toda
sucesion monotona creciente y acotada tiene limite. Eso era
suficiente para dejar bien aclarados los problemas de su tiempo. Por
su parte Abel vio enfrenta la necesidad de un concepto de
convergencia mas fuerte que la convergencia puntual, aun de que se
conserve la continuidad, para ellos trabaj6 con integrales elipticas de
Euler, que se expondra en detalle mas adelante. Stokes dio la
definicion correcta de convergencia uniforme.

Cabe resaltar que las funciones elipticas ya eran conocidas
desde la época de Wallis en 1655, al punto que Newton y Wallis
publican en conjunto una expansion infinita para calcular la longitud
de un arco de elipse. Recordemos que una funcidn eliptica no es una
elipse, mas bien esta vinculada con la nocion de integrales elipticas,
que reciben ese nombre porque aparecen naturalmente cuando se
quiere encontrar la longitud de un arco de elipse. Asi como el estudio
de la longitud de la circunferencia da origen a las funciones
trigonométricas, el céalculo de la longitud de los arcos de la elipse da
origen a las integrales elipticas y a sus funciones inversas, las
funciones elipticas. Temas que captaron la atencion de muchos
matematicos y que dieron origen a importantes descubrimientos
particularmente en teoria de numeros. El ultimo teorema de Fermat
es un ejemplo de ello, asi como nuevos métodos de factorizacion de
nameros en sus factores primos.

La definicion formal de una funcion eliptica se establece a
partir de la siguiente integral
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[ (2 pG) dx ]

donde r(x,y) es una funcidn racional y p(x) es un polinomio de
orden tres o cuatro sin raices multiples. Aqui es importante recordar
que en 1679 Jacob Bernoulli encontrd una integral eliptica tratando
de calcular la longitud de una espiral. Para 1694 se dio un paso
importante en la teoria de funciones elipticas analizando la forma de
una varilla elastica comprimida en ambos extremos. Demostro que
la curva satisfacia una integral de la forma

ds 1

dt T—¢*

Las funciones elipticas fueron origen de numerosas
investigaciones en matematicas puras y aplicadas entre ellas:
factorizacion de enteros con desarrollo de un algoritmo de
factorizacion de enteros basado en curvas elipticas que resulté mas
sencillo que los métodos convencionales de la teoria de nimeros.

Carnot®® es conocido por su Essai sur les machines en
général (Ensayo sobre las maquinas en general, 1786), donde precisa
las leyes del chogue y enuncia la ley de conservacion del trabajo.
Escribe Metafisica del Calculo infinitesimal en 1797 donde expone
caracteristicas de las diferentes versiones que del Célculo se tenian
en la época, refiriéndose como Analisis Infinitesimal a la propuesta
leibniziana. En la introduccion de sus Reflexiones escribio:

83 |azare Nicolas Marguerite Carnot (17563-1823), politico y matematico francés.
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Hay varias maneras de resolver cuestiones que son de
la competencia del analisis infinitesimal; y aunque
ninguna de ellas parece reunir las mismas ventajas, no
es menos interesante conocer cudles son los distintos
puntos de vista desde los cuales los principios de esta
teoria pueden ser enfocados; es por esto que yo me
propongo aqui echar un vistazo sobre los diversos
métodos con los que se cuentay que la pueden sustitui
(CARNOT, 1813, p. 05).

Lo que permite inferir que Carnot asumi6 que las distintas
presentaciones del Calculo no eran mutuamente excluyentes, de
manera que puede ser utilizada una de ellas en lugar de otra. En su
libro, describio, en los dos primeros capitulos, los principios
generales del Andlisis Infinitesimal, y algunas de sus aplicaciones.
En el tercero, los Métodos por los que el Analisis Infinitesimal puede
ser sustituido. Carnot analizd los meétodos de: exhaucion, de los
indivisibles, de las indeterminadas, que atribuyd a Descartes, de las
primeras y Ultimas razones o de los limites, de las fluxiones, el de las
cantidades evanescentes, para el que sefiala como principal
representante a Euler, y la Teoria de las Funciones Analiticas de
Lagrange o funciones derivadas. Llama la atencion, la indicacién de
Carnot de que todas las presentaciones antes indicadas son
equivalentes entre si, no siendo mas que distintas versiones del
método de exhaucion de los antiguos griegos:

[...] los diversos métodos, cuya idea hemos dado en
este escrito, no son, para hablar propiamente, sino un
mismo método, presentado desde diversos puntos de
vista. Siempre es el método de exhaucién de los
antiguos, méas o menos simplificado, mas o menos
felizmente adaptado a las necesidades del célculo y
reducido a un algoritmo regular (CARNOT, 1813, p.
159).

209



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Se mostro convencido que la propuesta leibniziana era la que,
desde el punto de vista de la modelacion de fendmenos fisicos
presentaba mas ventajas. Por otra parte, es claro que para entonces
era inminente que, en la busqueda del rigor, los matematicos
terminaron por desechar los infinitesimales del Andlisis, y con ello
todo un método con las ventajas sefialadas. Esa situacion parece
haber provocado cierta inquietud en Carnot, al punto que sefialé:

El mérito esencial, el sublime, podria decirse, del
método infinitesimal, es el de reunir la facilidad de
los procedimientos ordinarios de un simple célculo de
aproximacion, con la exactitud de los resultados del
andlisis ordinario. Esta inmensa ventaja se perderia, 0
al menos, seria fuertemente disminuida, si a este
método puro y simple, como el que nos ha dado
Leibniz, se deseara, bajo la apariencia de un mayor
rigor, sustituir por otros menos naturales, menos
cémodos, menos conformes a la marcha probable de
los inventores.

Si este método es exacto, como nadie lo duda hoy en
dia, si es a él al que siempre se recurre para las
cuestiones dificiles, como todo el mundo conviene,
¢por qué recurrir a medios desviados y complicados
para sustituirlo? (CARNOT, 1813, p. 73-74).

Conforme al texto citado, se infiere que, aunque Carnot no
indico a cual método se refirid, parece ser que era al método expuesto
por Lagrange. Ahora bien, si Carnot se mostro preocupado por que
el Andlisis Infinitesimal leibniziano pudiera ser sustituido por la
propuesta de Lagrange, més lo habria estado si hubiese conocido la
propuesta de Cauchy. Lamentablemente Carnot muere exiliado en
1823, afio en que se publicaron las Lecciones sobre Calculo
infinitesimal, y dos afios después de la publicacion del Curso de
Analisis, obras de Cauchy. Es clave reconocer que Carnot al igual
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que Monge aparece como uno de los creadores de la geometria
moderna, su obra cumbre, Geometria de posicion en 1803.

Entre los trabajos de Karl Gauss sobresalen:

El algoritmo de &lgebra lineal usado para hallar
inversas y matrices, asi como determinar la solucién
de sistemas de ecuaciones de linea, y el método de
eliminacién de Gauss-Jordan.

La aproximacion de una integral no como una forma
de espacio igualado, sino como una funcidn que elige
los puntos de revision de manera adecuada,
denominada Cuadratura de Gauss que permite
integrar cualquier funcién analitica a través de un
algoritmo. Se parte de un esquema de la siguiente
forma:

L ) dx ~ iw,-f(x,-)

Donde:

v' W, son coeficientes arbitrarios
v x; € [a,b]

Este esquema implica que se deben elegir 2n
pardmetros para resolver la integral y representan un
polinomio de grado maximo 2n — 1.

El Transverse Mercator, sindnimo del sistema de
proyeccion en cartografia, denominado Sistema
Gauss- Kruger.

El sistema que propone que las superficies conectan
su topologia con su geometria, denominado Teorema
de Gauss-Bonnet.
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e Teorema que relaciona el valor de la integral de
superficie del flujo definido por este campo con la
divergencia matematica de un campo vectorial,
también llamado teorema de Gauss-Ostrogradsky,
teorema de la divergencia o teorema de Gauss.

El Teorema de la Divergencia, también Illamado Teorema de
Gauss, relaciona el flujo de un campo vectorial a través de una
superficie cerrada con la integral de su divergencia en el volumen
encerrado por dicha superficie. Resultado importante en fisica
particularmente en electroestatica y en dinamica de fluidos. El
teorema fue descubierto originariamente por Lagrange en 1762, e
independientemente por Gauss en 1813, y en 1831 por Ostrogradsky,
que tambien dio la primera demostracion del resultado. Para
comprender este teorema es necesario recordar los tipos de
superficies cerradas en R3. Para formalizar el concepto, recordemos
que existen cuatro tipos de regiones cerradas en R3:

Regiones tipo I: Una region Q = R3 se dice de tipo | si se
describe como:
Q= {(x,y;z)i (x;Y) € D'¢1(x'3’) <z< ¢2(x,Y)},

donde D = R? es una regién elemental y ¢, y ¢,: D — R.

Regiones tipo 1I: una regién Q = R3 es de tipo Il si se
describe como:

0 =1{(xy,2):(x,y) € Dy, 91 (x,2) <y < 9(x,2)}

donde D = R? es una region elemental y ¢, y ¢,: D — R.
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Regiones tipo Il1: una region Q = R3 es de tipo Il si se
describe como:

Q= {(x,Y»Z): (y,Z) € DZlel(y'Z) <x< QZ(YfZ)}
donde D = R? es una region elemental y 8; y 8,: D - R.

Regiones tipo IV: una region Q = R3 es de tipo IV si es de
tipo I, I, y I1I.

En estos términos, la definicion del teorema de Gauss se
plantea asi: sea Q = R3 unaregion de tipo 1V, con S = 9Q superficie
cerrada, regular a trozos y orientada con normal exterior 7.

Sea F: R® - R3 un campo vectorial de clase C*. Entonces:

JJg FrndS=[[], V-Fdxdydz.
alternativamente,

ff szff div(F)dxdydz.
s Q

da la demostracidn en los siguientes términos: como F es un campo
C1, se tiene

F(x,y,2z) = (F1(x,y,2),F,(x,y,2),F5(x,y,2) )

donde cada componente F;:R3 - R, i =1,2,3,--- cuenta con
derivadas parciales de primer orden continuas. Se observa que:
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ff div(F)dx dy dz = ﬂf —dx dy dz
I Leaxayao ]| Braxayas

por otra parte

ff F-ndSzf (F,,0,0) - ndS
S S
+ ﬂ (0,F,,0) - ndS + f (0,0, F5) - 1dS.
S S

ahora es suficiente probar que valen las siguientes tres igualdades:

oF;
]ﬂ —dx dy dz—f (F;,0,0)-nds,
o Oy S

oF,
]ﬂ —dxdydz—f (0,F,,0)-nds,
o Oy s

jﬂ —dxdydz—ﬂs (0,0,F;) -ndS

prueba la dltima de las tres, esto es:
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fﬂ aF3dxdydz_f (0,0,F;) -ndS

dado que las otras dos se demuestran de forma analoga.

Como Q es de tipo IV, en particular es de tipo | y por tanto
se describe como

0= {(X,y;Z)i(x;J’) € D,¢1(X,y) <z< ¢2(x137)}

Para ciertas funciones ¢; y ¢,: D - Ry D = R? dominio
elemental. Considerando esto se tiene

J:[f dF; b2(x,y) OF, ( )
—dxdydz=ff f x,y,z)dz dx dy
Q ay 1 () 0z

=Jf (F3(XIY»¢2(X»J’))—F3(X,y,¢>1(x,y) )) dXdy
D

Ahora se debe calcular la integral sobre el borde de Q,

ffs (0,0, F3) - ndS. Para ello, se descompone S = d(Q en tres partes,

la cara de arriba S, la cara de abajo S,, y la union de las caras
laterales que notamos como S;. De ahi que:
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ff (0,0, F5) - ndS = f (0,0,F) - ndS + ff (0,0,F) - ndS + f (00,3 ) ndS
S Sa Sa SL

Como sobre S; el normal exterior al dominio 7 tiene la forma
n = (%%,0) dS = 0. Ahora notemos que la cara de arriba S, se
parametriza como el grafico de ¢, sobre el conjunto D, esto es:

I'(x,y) = (x, y, ¢, (x, y)), D c R? - R3,

Ahora bien, como las derivadas parciales de T son:

¢ ¢
Fx = (11016_;(9(;31)) y Fy = (O’ 1'6_3,2(xly))’

la direccion normal que induce T es:
a¢ a¢
Lex T, (v, y) = (— FPLC el €2 y)>-

Se observa que I x I},

tiene la Gltima coordenada positiva +1, luego apunta hacia arriba.
Por consiguiente respeta la orientaciéon de S,. De ahi que,

_USA (0,0,F;) -ndsS = ﬂ;l (0, 0,F; (x, v, 64)22(9{, y))) . (— % (x, y),aa;?/2 (x,y), 1) dx dy.
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Para calcular la integral de F sobre la cara de de abajo de S,
S4, parametriza:

F'(x,y) = (x5, ¢1(x,y)), [:'DcR?-> RS

de igual forma, se deben calcular sus derivadas parciales y el vector
normal que induce. Como:

- o¢p = o}
Fx = (1;0;6_;(9(1}])) yry = (1'0'6_;(x'y)>’

se obtiene:

SN 0 0
e Ty ) = (-2 e 32 1)

se observa que I, x Fy tiene la tltima coordenada positiva +1, lo que
indica que también apunta hacia arriba lo que implica que invierte la
orientacion de S,. Muestra que al calcular la integral sobre S, con
esta parametrizacion, se debe cambiar el signo, esto es:

J| @0k nas= [[ (0.0r(onse)- (-5 G T e 1) ax .
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- f f (o, d1 (e y))dx dy  #
D4

de *; y x, se obtiene:

fﬂn Z—I;dx dydz = ﬂDl (Fg(x. v, 62,06, ¥) — F3(x,y, ¢4 (x, y))) dx dy

= HS (0,0, F) - ndS 2.

que termina la demostracion.

Este teorema se puede usar en cualquier dominio que se
escriba como una union finita de dominios de tipo IV, pero se debe
considerar el vector normal sobre el borde que siempre debe apuntar
hacia afuera, asi como la relacién entre la carga eléctrica encerrada
en una superficie y el flujo eléctrico a través de la misma superficie
cerrada, denominada Ley de Gauss. La funcién que describe la
distribucion de Gauss en el campo de las matematicas, llamada
funcién guassiana, campana de Gauss 0 curva de Gauss. La
distribucion de la probabilidad, llamada distribucion normal o
distribucion de Gauss. Y el no menos importante reconocido método
de cuadratura de Gauss, Util para evaluar integrales definidas de
funciones, por medio de sumatorias sencillas y faciles de
implementar. Cabe anotar que este método es una aplicacion muy
interesante de polinomios ortogonales, por la elaboracion que
maneja. Para poder comprenderlo necesitamos introducir la
Interpolacion de Lagrange: Consideremos una funcion continua
definida en un intervalo (a, b), y un polinomio cualquiera ¢n de
grado n, con n raices simples en el intervalo. La interpolacion de
Lagrange consiste en encontrar un polinomio de grado n — 1 que
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coincida con la funcion f(x) dada, precisamente en los ceros de ¢,,.
Este polinomio de interpolacion esta dado explicitamente por:

$()
F(x)—Zf( ) Gt 1

en que la abscisa x,, ; es el cero i—esimo de ¢@,,.

Notese que cada uno de los sumandos en [+ 1]es un

polinomio de grado n — 1, pues cada uno de los factores, (f(’;)") es
—An,i

un polinomio de grado n — 1 dado que x,, ; €s precisamente una raiz
de pn(x). Por otra parte, tenemos ya sea,

lim & =0, [*2]
X=Xn k ¢’(xnl)(x Xn, l)
sik #1i,0
lim Pnco) =1, [*3]

X=Xk ¢ (xn 1) (x— —Xn, k)

donde se ha usado L'Hopital para evaluar este ultimo limite.

Ahora bien, si se considera el espacio de funciones L, ([a, b],
w(x) dx), funciones reales de cuadrado integrable en el intervalo [a,
b] con respecto a la funcion de peso w(x)> 0. Llamemos {¢,}, a la
familia de polinomios ortogonales (construidos a partir de las
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potencias 1, X, X2, ..., usando el método de Gramm-Schmidt con el
producto interno usual,

b
(f.9) = f FO)gGW(x) dx.

Como el polinomio ¢,, (de grado n) tiene precisamente n
ceros simples en el intervalo (a, b), permite llamar x,, ;, coni =1, ..
., N a estos ceros. Ahora al considerar una funcion f(x) que sea un
polinomio cualquiera, con la condicién que sea fijo, de grado 2n —
1. Llama F(x) a la funcion que interpola a f(x) a traves del
polinomio ¢, esto es la funcidn definida a partir de f(x) por [* 1].
Ahora nombra:

_ f(x) = F(x)
=T —m

de donde es posible notar las siguientes propiedades de r(x):

i.  Como la funcion de interpolacion, F(x) coincide con
la funcién original f(x) en cada uno de los ceros del
polinomio ¢,(x) usado en la interpolacion, el
cuociente r(x) es continuo en el intervalo [a, b], hace
que los ceros del denominador se simplifiquen con los
del numerador;

ii. Como f(x) es un polinomio de grado 2n — 1y por la
propiedad anterior i, tanto F(x) de grado n—1y
¢n(x) de grado n, permite inferir que r(x)es un
polinomio de grado (2n —1) —n=n—1;
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iii. De [+ 4] setiene: f(x) = F(x) + r(x)d,(x) [* 5];

Si se multiplica la igualdad [+ 5] por el peso w(x) y se
integra en el intervalo (a, b), se obtiene:

b

b
ff(x) w(x)dx = fF(x)w(x)dx [* 6]

a

Para obtener la igualdad [*6] utiliza que
f: r(x)¢p, (x)w(x) dx = 0, obtiene que r(x) sea un polinomio de
grado n—1, de modo que es posible expresarlo como una
combinacion lineal de ¢y, ¢4, ..., $,,—1 donde todos son ortogonales
a ¢,,. Finalmente, al reemplazar la expresion de F(x) dadaen [+ 1] y
en [ 6], e intercambiando la suma por la integral se obtiene la
igualdad [* 7]:

b n
[ rewedx =Y airGan), 17

donde los pesos quedan dados por la igualdad:

b
_ ¢ (x) N
An,l’ = f—(p dx. £

’(xn,i)(x_xn,i)

Los nuevos métodos tuvieron cada vez mas éxito vy
permitieron resolver con facilidad muchos problemas que antes no

221



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

habia sido posible abordar. Los logros alcanzados se mantuvieron
sometidos a severas criticas, la necesidad de justificacion ofrecid
explicaciones logicas y rigurosas de los procedimientos empleados.
Situacion que solo vio la luz al final del tunel hasta avanzado el siglo
XIX, cuando aparecieron otros matematicos, preocupados por
presentar rigurosamente los métodos que se usaban en la resolucion
de problemas concretos. Sin embargo, el célculo ideado por Newton
alrededor de 1669 y el de Leibniz alrededor de 1684, y que habian
venido siendo desarrollados ampliamente en el siglo XVIII por los
Bernouilli, Euler y Lagrange, fue completado en siglo XIX con el

trabajo de Dirichlet®4, Cauchy®> y Weierstrass®6, entre otros,

poniendo fundamentos sobre bases firmes. Lo interesante aqui es el
interés que existia por el rigor y la buena definicion de términos y
conceptos que se usaban de manera indistinta, al punto que hubo
publicaciones casi simultaneas, relacionadas con la construccion de
los nimeros reales por Cantor, Dedekind y Heine, basadas en los
conceptos de limite y sucesion; elementos que muestran el interés en
dar rigor y una base sélida al célculo infinitesimal convertido ahora
en el nuevo analisis. Mas adelante se mostrara lo clave que fue la
construccion de los nimeros reales, convirtiéndose en un paso
decisivo hacia la aritmetizacién del analisis matematico, lo que
permitié a Weierstrass dar la definicion de limite en términos de
estructuras algebraicas y de orden para los nimeros reales. Con ello
los conceptos y procesos propios del calculo quedaron debidamente
justificados y adquirieron la presentacion definitiva que hoy
manejamaos.

64 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, matematico aleman al que se le atribuye la definicion "formal" moderna de
una funcién (O'CONNOR, 2006).

8 Augustin Louis Cauchy, matematico francés. Pionero en el analisis matematico y la teoria de grupos de
permutaciones, contribuyé de manera medular a su desarrollo. Investigé la convergencia y divergencia de series
infinitas, ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidad y fisica matematica.

66 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, matematico aleman que se suele citar como el «padre del analisis moderno»
(O'CONNOR, 2006).
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LOS APORTES DE BOLZANO, CAUCHY Y GREEN

A esta cosecha de logros se suman los aportes de Bolzano
cuyo interés se centré en como estaban fundamentadas varias ramas
de las matematicas, mencionamos algunas: teoria de funciones,
I6gica y la nocion de cardinal. La busqueda de precision llevo a
Bolzano a demostrar el teorema del valor intermedio; dio el primer
ejemplo de una funcioén continua no derivable sobre el conjunto de
los nimeros reales. En logica, tratdé la tabla de verdad de una
proposicion e introdujo la primera definicion operativa de
deducibilidad. Estudié con anterioridad a Cantor, los conjuntos
infinitos. Fue un predecesor del proceso de situar el analisis sobre
una base rigurosa, llegando a ser el precursor de la aritmetizacion
del analisis. También el primero en encontrar una funcién continua
en todos los puntos de un intervalo, pero no derivable en ninguno de
ellos. ldeo el criterio de convergencia de sucesiones y series infinitas
al plantear: si para cada p la diferencia S,, — S, tiende a 0, cuando
n tiende a oo, entonces la serie converge; resultado atribuido a
Cauchy, aunque mas tarde este Gltimo reconocid que era de autoria
de Bolzano y que no habian sido publicados por él. Se dedicé al
estudio de las paradojas del infinito, establecié correspondencia
biunivoca entre un conjunto infinito y un subconjunto propio suyo,
fijo el concepto de distancia, siendo asi, uno de los precursores de la
teoria de conjuntos y de la l6gica moderna, fue de los primeros de
separar la logica de la sicologia. Fue el primero en dar una definicion
precisa de la idea y concepto de limite como soporte para definir la
derivaday la integral. En 1817 ofrecié una definicion de continuidad
que para la época resultd ser rigurosa: veamos: una funcion f(x) es
continua en un intervalo | si para toda x €1, la diferencia
f(x+w)— f(x) puede hacerse tan pequefia como se quiera
tomando w suficientemente pequefia. Se trata de una definicion casi
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semejante a la que usamos actualmente y que fue redescubierta
posteriormente por Hermann Hankel. Se resalta que las obras de
Bolzano no fueron muy conocidas durante su vida, pues no
acostumbraba a publicar resultados, por temor a las mordaces
criticas, se limitaba a compartirlas con sus colegas.

Bolzano expuso correctamente todas las ideas necesarias
para el desarrollo del célculo. Admitid la existencia de los nimeros
infinitamente grandes e infinitamente pequefios y el axioma del
extremo superior, hoy llamado criterio de Cauchy para la
convergencia de una sucesion de nimeros reales. Aunque el trabajo
de Bolzano fue compartido con sus mas allegados circuld poco entre
sus contemporaneos y su anuencia fue notoria. El que si tuvo un
beneplacito decisivo fue el Curso de Analisis que Cauchy publicé en
1821, donde retomd el trabajo poco conocido de Bolzano, ataco y
definid con precision el concepto de limite de una funcion y el de
continuidad. Igualmente aclaré los infinitamente pequefios como las
variables con limite cero, y los infinitamente grandes como las
variables cuyo valor crece indefinidamente, mas alla de toda cota y
converge a oo. Bolzano fue el primero en definir:

flx+h)—f(x)

f100) = lim =——=,

indicando que f'(x) no es un cociente de ceros ni la razon entre dos
cantidades evanescentes, sino un numero hacia el que se va
aproximando ese cociente. Esto no era sino precisar las ideas de
Newton, ya refinadas en el siglo XVIII, entre otros por D'Alembert,
que fue el que mas se acercd a esa definicion. Sin embargo, este
trabajo de Bolzano tampoco tuvo difusion amplia.
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Figura 33 - Demostracion teorema de Bolzano

(1 I ] i

(Lo EI)-_'g

Fuente: Elaboracion propia.

Entre sus trabajos el méas notable es el Teorema de Bolzano
en los siguientes términos: Sea f: [a, b] — R una funcion continua tal
que f(a)f(b) < 0. Entonces existe c € (a, b) de modo que f(c) =
0. Para la demostracion considera la Figura 33

La condicion f(a)f(b) < 0 significa que f tiene signos
opuestos en los extremos del intervalo [a, b]. Supone f(a) <0 y
f(b) >0, define a; = ay by =b. Toma m como punto medio de
[a, b]. Si f(m) = 0 lo que prueba el teorema. Ahora, si f(m) = 0,
entonces f cambia de signo en alguno de los intervalos [a,m] o
[m, b]. Supone, f(a) <0 y f(m) >0, pone a, =a,y b, =m.
Procediendo recursivamente, o bien encuentra un cero de f en
alguna de las etapas, o bien obtiene una sucesion [a,, b,,] en las
condiciones del principio de encaje de Cantor. En el segundo caso,
sea {c}: N,[a,, b,]. Entonces tiene ¢ = lim, a,, = lim,b,,. Como
f(a,) < 0ycomo fes continua tiene que lim, f(a,) = f(c) <0;
como f(b,) > 0 se tiene que lim,f(b,) =f(c) =0y de 0 <
f(c) <0 paraconcluirque f(c) =0 2.
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Bolzano en 1817 publica un impreso, titulado: Una
demostracion puramente analitica de teorema, en el que afirma que,
entre cada dos raices que garantizan un resultado opuesto existe al
menos una raiz real de la ecuacion. Por el titulo, se puede inferir que
Bolzano es el primero en intentar obtener una demostracion del
resultado, sin darlo por «evidente» y esto conjetura, abordar el fondo
de muchas cuestiones todavia imprecisas en el célculo infinitesimal,
entre ellas: la nocion de limite, de funcion continua, la recta real
como sustrato numérico y sus propiedades, en particular la propiedad
del supremo, por nombrar algunas. Lo que se destaca aqui es que los
inmensos aportes de Bolzano permanecieron ignorados durante
cincuenta afios, hasta que, en 1823, Cauchy incluyera este teorema
en uno de sus cursos publicados. Cascales et al. (2018, p. 111),
mencionan que “diversos historiadores han defendido la idea que
Cauchy tomo el resultado de Bolzano, esto, es decir, que Cauchy
cometio plagio”. La discusidon sobre este tema sigue abierta, con
grandes estudiosos de uno y otro lado.

Otro de los autores que contribuy6 en este desarrollo del
calculo infinitesimal fue Agustin Louis Cauchy pionero en el
analisis, asignd una definicion precisa de funcidn continua, y de la
teoria de la permutacion de grupos. Trabajé en la convergencia y
divergencia de las series infinitas, en ecuaciones diferenciales,
determinantes, probabilidad y fisica matematica. Gracias a sus
aportes el andlisis infinitesimal adquiere bases solidas. Preciso los
conceptos de funcion, limite y continuidad en una forma cercana
como la usada hoy. Partié del concepto de limite como concepto
originario del analisis, elimind de la idea de funcion toda relacion
con una expresion formal, algebraica o no, para fundarla sobre la
nocion de correspondencia. De esta forma los conceptos aritmeéticos
asignaron rigor a los fundamentos del andlisis, hasta entonces
apoyados en la intuicion geométrica, que, a partir de esta, quedd
eliminada, particularmente cuando afios después se demostré que
hay funciones continuas sin derivadas, esto es, curvas sin tangentes.
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En su obra de 1829, en Lecos sur le calcul Différentiél define por
primera vez el concepto de funcion compleja de variable compleja.

Entre estos resultados inéditos, retomO el concepto
tradicional de integral como suma y no como operacion inversa.
Introdujo rigor en las series fijando criterios de convergencia y
elimind las series divergentes. En matematicas modernas hay varios
términos matematicos institucionalizados que llevan su nombre, por
ejemplo: el teorema integral de Cauchy; en teoria de funciones
complejas, el teorema de existencia de Cauchy-Kovalevskaya para
la solucidn de ecuaciones en derivadas parciales, las ecuaciones de
Cauchy-Riemann y las sucesiones de Cauchy, esto por nombrar
algunos. Algo que llama la atencion fue que su vida se desarroll6 en
un circulo muy cerrado de amistades, lo que conllevé a que no
mantuviera buenas relaciones con otros cientificos, dado que su
fidelidad a la opinion de L’Académie des Sciences se lo impedia y
por su tozuda integridad hacia si mismo provocada por un fanatismo
religioso. En su obra se observan duras criticas al trabajo de Poncelet
sobre geometria proyectiva, pero se desconocen las razones
cientificas de estos hechos. Su trato con Abel y Galois tampoco fue
afortunado. En 1832 sostuvo una disputa con Duhamel por la
prioridad de un resultado sobre el choque inelastico. Duhamel
manifestaba haber sido el primero en encontrarlo, por su parte
Cauchy planteaba haber sido el primero. En 1826 Poncelet demostré
que ambos estaban equivocados, situacion que Cauchy nunca
admitié. En general Cauchy produjo 789 escritos, la mayoria de
ellos desaprobados por la mayoria de sus colegas, algunos porque no
los comprendian, otros por razones desconocidas. Lo que si se
destaca es la vision unificadora de sus resultados. Cauchy mostro
creatividad no solo en los fundamentos del analisis real y complejo,
sino también en la insipiente teoria de grupos de permutaciones que
apenas nacia, asi como en el desarrollo de la fisica matematica:
mecanica teorica, teorias elasticidad y de la luz. Contribuyo con
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nuevas técnicas para las transformadas de Fourier, la
diagonalizacion de matrices y el célculo de residuos.

Presentd la definicion de continuidad en los siguientes
términos: f(x) es continua en un punto X Si un incremento
infinitesimal de la variable produce un incremento infinitesimal de
la funcion; esto es, f es continua si y solo si ;lci—rgf(x) = f(a).

Claude-Alphonse (1868, p. 09) indica que Cauchy dijo de manera
imprecisa que, “si una funcioén de varias variables es continua en
cada una de ellas, entonces dicha funcion es continua”, cosa que hoy
sabemos no es cierta, ratificando la posicion del autor citado. Lo que
no se conoce es como se dio cuenta y argumento tal posicion. Por
otro lado, la que si qued6 claro fue la nocidn de continuidad, esta
quedod definitivamente aclarada y separada de la de los valores
intermedios. Cauchy retomd y determiné como buena la definicion

de derivada planteada por Bolzano f'(x) = }llr%w la

desarroll6 en su totalidad, eliminando de esta forma problemas
relacionados con los diferenciales de Leibnitz, dx es una cantidad
cualquieray dy = f'(x). Esto es, la diferencial es la funcién lineal
que aproxima a la funcién dada en el punto considerado. Cauchy
distinguio claramente entre dy y Ay, entendiendo este Gltimo como
la variacion de los valores de la funcion. Para aclararlo obtuvo el
teorema del valor medio y el que hoy se denomina teorema de
Cauchy, que generaliza el anterior y que, realmente le precedio.
Como consecuencias, obtuvo la regla de L’Hopital y las condiciones
de extremo relativo. Consiguio¢ la formula de Taylor con la expresion
del resto que hoy lleva su nombre, lo interesante es que la forma de
obtenerla es la misma que se usa hoy normalmente. Pero su trabajo
fuer més alla, empled dicha expresion para estudiar la convergencia
de las series de Taylor para funciones elementales.

Cabe precisar que, para demostrar el teorema del valor
medio, prob6 de forma intuitiva la compacidad de un intervalo
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cerrado y acotado, pero sin saber que, si una funcién tiene derivada
positiva en un intervalo, entonces es creciente. A pesar de todo esto,
Cauchy creia que una funcion continua era diferenciable salvo,
quizés, en puntos aislados. Sobe este, Bolzano tenia clara la
diferencia y en 1834 dio una funcion continua con derivada no
acotada en todos los puntos, trabajo que solo circuld entre sus
amistades intimas, nunca fue publicado por él, por lo que fue poco
conocido. Hubo muchos intentos de probar que continuidad implica
derivabilidad, y busqueda de contraejemplos Riemann en 1854, y
Weierstrass en 1874, mostraron ejemplos concretos de funciones
continuas en todos los puntos y no derivables en ninguno, rebatiendo
la idea.

Durante los siglos XVII y XVIII no habia una teoria de la
integral, ni una definicion de tal concepto, ni una caracterizacion de
las funciones integrables. Las ideas usadas eran las de Newton, como
operacion inversa de la derivacion, mientras que las de Leibnitz no
se utilizaban. Todo eran conceptos vagos, pero resultados que
podrian ser calificados de maravillosos. La necesidad de construir
una teoria al respecto aparecié con en el desarrollo de los trabajos de
Fourier. Cauchy fue quien la adelant6. Para 1823 presento un tratado
de funciones continuas, planteando que si f:[a,b] - R es una
funcién continuay P = {a = x < x; < - < x,, = b} una particion
del intervalo, entonces:

b n-1
| redx = tim 3 rer - G- x0)

aungue la notacion no era exactamente ésta. El problema consistia
en demostrar que ese limite existe cuando n — oo, quiere decir,
cuando la distancia entre los puntos de la particion tiende a cero. Para
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probarlo Cauchy utilizé que f fuera uniformemente continua en [a;
b] (nociodn, para él, idéntica a la de continuidad. Lo que le llevo a
estudiar la funcion:

x - F(x) = fxf(x)dx

de la que prueba que es continua y derivable y que F' = f, y de ahi
el teorema fundamental del calculo, conocido como teorema de
Barrow. Estudio las integrales impropias de segunda especie,
extendio su nocién de integrabilidad a funciones continuas a trozos.
Con esto se definen ideas geométricas para las que se requiere la
integral, ej.: calculo de é&reas planas, longitudes de curvas,
vollimenes, etc.; todas restringidas, desde luego, al caso en que el
integrando sea una funcién continua. Para comprender mejor la
calidad de su trabajo miremos dos ejemplos de las elaboradas
construcciones adelantadas por Cauchy, la primera es la conocida
ecuacion de Cauchy-Euler, que no es mas que una ecuacion
diferencial lineal de la forma:

dn dn—l

_ dy
anxnm + g x™? T Tt Ao+ aey = g(x),

donde los coeficientes a,,, a,,—1, -+, a, son constantes. Se observa
que los coeficientes:

bp(x) = apx™, bp_1(x) = an—lxn_lv by (x) = alxli bo(x) = a,x°
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Tienen la caracteristica de ser dependientes de x, esto es, son
coeficientes variables. La caracteristica central de esta ecuacion es
el grado k =n,n—1,---,1,0 de los coeficientes monomiales x*
que coinciden con el orden k de la derivacion:

d*y
dxk

El segundo es la obra conocida como Cours d’Analyse de
[’Ecole Royale Polytechnique de 1821. La importancia de esta obra
tiene un doble valor: el objetivo de vigorizar conceptos matematicos,
por ejemplo, la nocién de limite y continuidad de una funcién vy,
particularmente, la estructuracion de la teoria de las funciones de
variable compleja. Cuyo primer y Gnico volumen publicado se llama
Analyse algébrique, consta de unos preliminares, doce capitulos y
nueve apéndices titulados como notas, sumando un total de 576
paginas. La introduccidén comienza con las siguientes palabras:

Algunas personas, que han querido guiar bien mis
primeros pasos en la carrera de ciencias, entre los que
citaré con reconocimiento a los sefiores Laplace y
Poisson, habiéndome expresado su deseo de verme
publicar el Curso de andlisis de la Escuela politécnica
real, me he decidido a escribir este Curso para mayor
utilidad de los alumnos. De él ofrezco aqui la primera
parte, conocida bajo el nombre de Anélisis
algebraico, y en la que trato sucesivamente diversos
aspectos de funciones reales o imaginarias, de series
convergentes y divergentes, y de la descomposicion
de fracciones racionales (CAUCHY, 1821, p. i-ij).
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De donde es inevitable subrayar que la teoria de los nimeros
complejos presentada debia ser interpretada dentro de un contexto
mas amplio que la simple aritmetizacion del analisis matematico,
proceso en el que Cauchy desarroll6 conceptualizaciones y
mediadores simbolicos para legar a la humanidad este campo
numérico. En el capitulo 7 presenta los nimeros complejos, de forma
sistematica incluyendo las operaciones definidas en ellos. Se
“destaca una definicion central sobre la que descansa toda su
interpretacion de C, a partir de expresiones simbolicas, donde
combina signos algebraicos que no significan nada por si mismos,
sino que tal significado depende de una convencion previamente
definida” (CAUCHY, 1821, p. 173). Lo que permite inferir que, para
él, los nimeros complejos son Gnicamente nUmeros imaginarios, en
el sentido que no representan nada real, ni mucho menos un punto
en el plano con determinadas coordenadas (X, y), sino que son, en
definitiva, una extensidén simbdlica de caracter algebraico de los
nameros reales carentes de significado. Veamos brevemente como
presenta la definicion de los nimeros imaginarios:

En general, llamamos expresion imaginaria a
cualquier expresién simbdlica de la forma a +
BvV—1, a y B denotan dos cantidades reales. Indica
que dos expresiones imaginarias de la forma a +
BvV—1, y + 6+/—1 son iguales entre si, cuando haya
una igualdad a ambos lados, 1° entre las partes reales,
2¢ entre los coeficientes de vV—1, a saber, By 8. La
igualdad de dos expresiones imaginarias se indica,
como en el caso de dos cantidades reales, por el signo
=; y el resultado se llama una ecuacion imaginaria.
Dicho esto, cualquier ecuacién imaginaria es la
representacion simbdlica de dos ecuaciones entre
cantidades reales. Por ejemplo, la ecuacion simbolica

a+ BvVv—1=y + 6v—1 es equivalente a solo dos
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ecuaciones reales: « =y, y 8 = § (CAUCHY, 1821,
p. 175-176).

Esta expresion simbdlica-algebraica de los nUmeros reales es
facilmente comprobable en las definiciones de operaciones entre
expresiones imaginarias equivalentes a las que usamos actualmente,
en su orden:

e (a+pV-1)+(y+6v-1)=a+y+ (B +V-1;
e (a+pV-1)-(y+6v-1)=a—-y+ (B -V-1;
o (a+ﬁ\/—_1)-(y+6\/—_1)=ay—ﬂ5+(cx6+ﬂ)/)\/—_1.

De manera similar la divisidbn entre dos expresiones

a+pV—-1

y+6V-1

la division entre dos nameros reales. Para la potencia m de una

expresion imaginaria, la denota (a + gV—1) ", con m € Z. Para

calcular la raiz n-ésima considera que hay mas de una solucion, y la
1

imaginarias las expresa de manera analoga a como se hace

denota usando paréntesis dobles: ((a + ﬁ\/—_l))z.

Plantea las expresiones imaginarias como extensiones de los
numeros reales, indicando que son un caso particular de las
expresiones imaginarias. En palabras de Cauchy (1821, p. 176)
“Cuando, en la expresion imaginaria (a + ,B\/—_l) el coeficiente 8
de v/—1 se desvanece, el término 8+/—1 se reduce a cero, y la propia
expresion, se reduce, a la cantidad real a”. Esto en matematicas

modernas es equivalente a la expresion « + fv—1,cona, B € R, al
considerar
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lim fv—1 =0,
B-0
entonces,
}girr(l)(a + ﬁ’\/—l) = a.

por tanto, el conjunto que hoy denominamos numero real puro es un
subconjunto propio del conjunto formado por las expresiones
imaginarias. En notacion actual: R € C 2.

En el capitulo 7, establece el concepto de mddulo de una
expresion imaginaria que le permite demostrar varios resultados.

Establece la correspondencia a+pV-1e p(cos 0+
v—1sen 9), con p >0,y 8 un arco (angulo) real; encuentra que
a =pcosBy B = psen O, paraconstruir la expresion:

a2+:32:pz(C0529+S€n29)=p2<—>p: az +B2,

con p € R, “define de esta forma el modulo de la expresion
imaginaria « + fv—1" (CAUCHY, 1821, p. 183).

Inicia el capitulo 8 con una exposicion de la teoria de
funciones de variable compleja. Define una variable imaginaria

como compuesta por dos variables reales de la formau + vv—1, con
u,v € R;siu,Vvconvergen, respectivamente, hacia U, V, entonces

u+vV—1 convergera a la expresion imaginaria u+ vv—1
(CAUCHY, 1821, p. 240). De este modo, denomina funcion
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imaginaria a la que puede expresarse de la forma w(x) = ¢(x) +
X (x)V—1, con ¢(x), X (x) funciones reales de variable real.

Da una definicion anéloga para el caso de varias variables:

Del mismo modo, si designamos por ¢(x,y,z,-),
X (x,y,z, ) dos funciones reales de variables reales
X, V,Z, W(x,y,z,---)=q,’>(x,y,z,---)+
X(x,y,z,-)V—1 es una funcién imaginaria de
varias variables (CAUCHY, 1821, p. 247).

De esta definicion es posible concluir que la estructura de las
funciones imaginarias consideradas por Cauchy es la siguiente: Si
¢, X:RF - RF entonces la funcion w(x,y,z,---) es de la forma
w:RFxRF > I, siendo I ={a+bvV—1:a,b € R}.En este
capitulo, realiza un anélisis anlogo al que ya hizo sobre funciones
reales de varias variables, tomando como punto de partida la nocion
de limite. En la introduccidn de la obra escribe:

Al hablar de la continuidad de funciones no podremos
pasarnos sin explicar las principales propiedades de
las cantidades infinitamente pequefias, propiedades
que serviran como base del célculo infinitesimal
(CAUCHY, 1821, p. i-ij).

Lo que permite inferir y ratificar lo que ya se habia
mencionado anteriormente, Cauchy elimina de la idea de funcion
toda referencia a una expresion formal algebraica o no, para fundarla
sobre la nocion de correspondencia, como se maneja hoy en
matematicas modernas. De esta forma se evidencia otra ruptura
epistemoldgica en la evolucion del calculo infinitesimal, dado que
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ahora los conceptos matematicos conceden rigor a los fundamentos
del analisis, apuntalados hasta entonces en una intuicion geométrica
que quedard definitivamente eliminada. Para ratificar este campo
miremos como presenta la definicion de variable: “[...] Se llama
cantidad variable a aquella que recibe sucesivamente varios valores
diferentes unos de otros” (CAUCHY, 1821, p. 04), esclarecimiento
que permiti6 llegar a la definicién de limite. En este apartado cabe
aclarar que, la notacion moderna del limite de una funcién se
remonta a Bolzano en 1817 cuando introdujo las bases de la técnica
épsilon-delta; sin embargo, no vio en vida el reconocimiento a su
trabajo. Fue Cauchy quien expuso la esencia de la idea, pero no de
forma sistematica. La primera presentacion rigurosa de la técnica fue
publicada por Weierstrass en 1850 quien retomo, reformuld y
perfecciond los trabajos de Bolzano y Cauchy sobre el tema. Desde
entonces se ha convertido en el método estdndar para trabajar con
limites. Pero veamos la definicion de limite que Cauchy (1821):

Cuando los valores sucesivos atribuidos a una misma
variable se aproximan indefinidamente a un valor
fijo, de manera que se termina por diferir de él tan
poco como uno lo quiera, este Gltimo valor es llamado
el limite de todos los otros (CAUCHY, 1821, p. 04).

En esta definicidn se observa la union de dos aspectos entre
si, que es necesario precisar: valores sucesivos atribuidos a una
misma variable; y aproximacion indefinida a un valor fijo. Uno de
los usos que Cauchy hace de esta definicion es para conceptualizar
el termino infinitésimo:

Decimos que una cantidad variable se hace
infinitamente pequefia, cuando su valor numérico
[i.e., su valor absoluto] decrece indefinidamente de

236



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

manera que converge al limite cero (CAUCHY, 1821,
p. 26).

La definicion matematica actual usa la forma légica de
equivalencia “siy solo si”. La descripcion anterior de Cauchy de una
cantidad variable como infinitesimal, tiene la forma logica de una
implicacion o condicional logico:

[...] si el valor absoluto de una cantidad variable
decrece de tal manera que es menor que cualquier
namero positivo dado entonces la cantidad variable es
un infinitesimal. ¢Si designamos una cantidad
variable como infinitesimal, entonces el conjunto de
sus valores absolutos decrece de tal manera que es
menor que cualquier nimero positivo dado? es decir
una variable cuyo valor numérico decrece
indefinidamente [...] (CAUCHY, 1821, p. 27).

Por tanto, una cantidad variable es un infinitesimal, si y s6lo
si su valor numérico decrece indefinidamente de manera que
converge hacia el limite cero. De esta manera Cauchy precisa lo que
debe entenderse por un decrecimiento constante y un decrecimiento
indefinido:

La superficie de un poligono regular circunscrito a un
circulo dado decrece constantemente, a medida que el
nimero de sus lados aumente, pero no
indefinidamente, puesto que ello tiene por limite la
superficie del circulo. De la misma manera, una
variable, que admite por valores sucesivos solamente
los diferentes términos de la  sucesion:
2/1,3/2,4/3,5/4,6/5..., decrece constantemente, pero
no indefinidamente, puesto que sus valores sucesivos
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convergen hacia el limite 1. .... una variable, que
asume por valores sucesivos los diferentes términos
de la sucesion: 1/4,1/3,1/6,1/5,1/8,1/7..., no decrece
constantemente, porque la diferencia entre dos
términos consecutivos de esta sucesion es
alternadamente positiva y negativa; ... ella decrece
indefinidamente, porque su valor terminard por estar
debajo de todo nimero dado (CAUCHY, 1821, p.
27).

En su concepcidn de limite de una variable se diferencian dos
niveles de significacion: uno geométrico y otro de caracter
topoldgico. Al representarlos geométricamente, la sucesion de
valores que asume la variable, en una recta dirigida por puntos que
tienen por coordenadas los valores de dicha sucesion, se acumularan
en torno de un punto fijo que tiene por coordenada el valor fijo,
limite de la variable. El punto fijo en topologia es llamado “punto de
acumulacion” (RUDIN, 1966, p. 40). El segundo nivel, analitico,
caracterizado por el conjunto de valores absolutos de las diferencias
entre los valores que asume la variable y el valor fijo, limite de la
variable, representa un proceso de decrecimiento indefinido.
Interpretamos, coincidiendo con Tall y Katz (2014), que la
definicion de limite de Cauchy describe un proceso, pero dicho
proceso es de variacion de cantidades dadas por una sucesion, y
dirigido a un valor fijo finito o un valor infinito.

Las definiciones de limite e infinitésimo plantean
interrogantes a considerar para una caracterizacion del analisis
matematico de Cauchy. En mateméticas modernas la palabra
variable designa un simbolo; asi, por ejemplo, la variable x no es méas
que un simbolo que representa, indistintamente, un valor arbitrario
de entre una cierta coleccién de valores, pero no representa una
cantidad variable, porque tal cantidad no existe (GRATTAN-
GUINNESS, 1997, p. 110). Pero esta acepcion se introdujo como
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consecuencia del estudio de los fundamentos de las matematicas, de
modo que los textos matematicos anteriores eran, con frecuencia,
muy poco claros al respecto, siendo la definicion de infinitésimo de
Cauchy un buen ejemplo. Por otro lado, se supo que las funciones
diferenciables son continuas y que las funciones continuas son
integrables, aunque los reciprocos son falsos. Situaciones que
conllevaron a la aparicion de nuevas nociones de integral y teorias
asociadas como superficies integrales en espacios tridimensionales,
integrales de formas diferenciales que juegan un papel fundamental
en la geometria diferencial.

Cauchy adoptd metodos rigurosos, que hoy dia son
reconocidos y seguidos en las matematicas superiores, entre ellos: el
teorema integral de Cauchy, las condiciones de Cauchy-Riemann o
las sucesiones de Cauchy. Se destaca que, a través de los conceptos
de limite, funcién y convergencia, se logré posicionar una definicion
analitica de integral definida para funciones continuas; también
propuso la notacion actual para este tipo de integrales, sustituyendo

la engorrosa notacion de Fourier ff(x)dx[;ffi’l] por

b .4 . .
fa f(x)dx. Formalizo propiedades para la integral, expresadas con
la nueva notacion, como:

1) [ f@)dx =~ [} fedx;
2) [P +ig)@) dx = [} fGdx +i [} g(dx;

3) [] f(0)dx = [ f()dx + [ f(x)dx.

Con este trabajo se observa otra ruptura epistemoldgica,
Cauchy separa definitivamente la integral del calculo diferencial,
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mediante una primera demostracion rigurosa, sobre la relacion
inversa de la derivada y la integral, a través del teorema fundamental
del calculo en su primera version historica, definiéndola como un
limite de sumas. Estas generalizaciones surgieron de las necesidades
de las ciencias naturales y juegan un papel basico en la formulacion
de muchas leyes fisicas con especial relevancia en electrodindmica;
esto se notd posteriormente con los teoremas de Green y de Stokes
y con el concepto abstracto de Integral de Lebesgue. Aspectos que
mas adelante se mostraran.

Por otro lado, encontramos otro matematico que aporté en la
bldsqueda de esa rigurosidad matematica tan anhelada siglos atras. A
Dirichlet®’ se le atribuye la definicion «formal» moderna de funcion.
Su definicion de funcidn liberd el término de su interpretacion usual
como un tipo de férmula. En los afios previos a la época de Dirichlet,
el término funcién generalmente era entendida como referido a

entidades algebraicas tales como f(x) = x? + 1 0 g(x) = Vx* + 4.
Su definicion de 1830 permitié una gama mucho mas amplia de
posibilidades, la expresé en los siguientes términos:

Dados dos conjuntos A y B, una funcién de A a B es
unaregla o asignacion que toma cada elemento x € A
y le asocia un unico elemento de B. En este caso,
escribimos f:A —» B. Teniendo en cuenta un
elemento x € A, la expresion f(x) se utiliza para
representar al elemento de B asociado con x por f. El
conjunto A se llama el dominio de f. El rango de f
no es necesariamente igual a B, sino que se refiere al
subconjunto de B dado por {y € B:y = f(x)} para
un x € A (WEISSTEIN, 1999, p. 35).

57 Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematico aleman.
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Trabajo que permite ubicarlo como uno de los lideres en el
desarrollo del enfoque riguroso de las funciones, su principal
motivacion fue extraer argumentos relacionadas con la convergencia
y el desarrollo de las series de Fourier. Reflexion6 sobre la funcién
caracteristica de los racionales, sobre la relacion de exigencia que
deben cumplir los infinitos puntos de discontinuidad para que una
funcién fuese integrable; establecio la falsa condicion que es
suficiente que los puntos de discontinuidad formen un conjunto
diseminado para que la funcion sea integrable. Lo que lo lleva a
concentrase en la conocida funcion de Dirichlet, se trata de una
funcién muy especial en matematicas, su particularidad esta en no
ser continua en ningin punto de su dominio. La esboza de la
siguiente forma: si ¢ y d son dos numeros reales (usualmente se
toman los valores ¢ =1y d = 0), la funcién de Dirichlet define como
D(c) = 1sicesracional y D(d) = 0 si d es irracional. Como tanto
los racionales como irracionales son densos, entonces la funcion no
es continua. Denotada:

¢ para x racional
d para x irracional

D(x) = {
analiticamente, la representa de la siguiente manera:
D(.’X') = lim (llm (COS(k! TI.'.X')Zj)>,

k—oo Jj—oo

esta funcidn no es continua en ningun punto de su dominio dado que
si k es suficientemente grande y x € Q, el coseno queda evaluado en
un multiplo par de =, por lo que toma el valor 1, y el j no importa. El
coseno toma valores entre (—1, 1), al evaluarlo en 2; el limite vale
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0. La razdn de usar 2j en lugar de j es para que el primer limite
exista, aunque el segundo valga -1.

Farfan y Garcia (2006, p. 493) plantean que formalmente en
la nocion general de funcion introducida por Dirichlet, basta
observar lo que Spivak (1981), escribe a este respecto:

El concepto mas importante de las matematicas es el
concepto de funcién. En casi todas las ramas de la
matematica actual, la investigacion se centra en el
estudio de funciones. No ha de sorprender, por lo
tanto, que el concepto de funcién haya llegado a
definirse con una gran generalidad (SPIVAK, 1981,
p. 47).

Al respecto Dieudonné (1978a) plante6 que, en los libros
clasicos de matematicas para finales del siglo XX, se observa cdémo
se intenta favorecer mas la relacién que guarda este concepto con el
intento por describir fendmenos naturales, de tal manera que “en la
actualidad se prefiere considerar el concepto de funcion como
aplicacion” (p. 187). Es evidente que la nocion primitiva de funcion
era mas intuitiva, contrastada con la actual que tiene un alto grado
de formalizacién, lo que la hace mas abstracta. O como Freudenthal
(1983, p. 497) menciona: “aunque esta definicion esta construida de
una manera légicamente formalizada, sin embargo, se ha oscurecido
su esencial significado como accion de asignacion de variables, ha
perdido su caracter dindmico para transformarse en algo puramente
estatico”.

Al concluir el siglo se tenia claro que habia que imponer un
cierto orden a las demostraciones hasta entonces basadas en métodos
y consideraciones geométricas y fisicas. Accion que se logro
imponiendo orden, lo que permitio desarrollar varias ramas de las
matematicas. Hasta ahora se ha mostrado que los aportes mas
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célebres en calculo infinitesimal fueron a cargo de: Cauchy,
Weierstrass, Bolzano, Abel, Riemann y Dirichlet. Pero es de resaltar
que con los aportes de Dirichlet quedaron superadas las
demostraciones que hasta entonces solo eran una mezcla de pruebas
formales, simples generalizaciones de experiencias concretas que
basaban el rigor en la comprobacion experimental a posteriori de los
resultados obtenidos. Todo esto quedo arrasado por dos razones: la
primera, porque critica a la geometria como modelo de rigor,
reemplazandola por la aritmética como soporte del nuevo analisis;
cuyo resultado fue una aritmetizacion de las matemaéticas. En
segundo lugar, porque se dio un genuino abanico opciones tanto de
nuevas ramas de las matematicas, asi como en la formalizacion de
las mismas. Lo que permite ubicar el desarrollo del célculo en lo que
hoy se conoce como mateméticas modernas, compuestas por:
analisis matematico, andlisis funcional, analisis complejo, variable
compleja, geometria proyectiva, topologia, topologia algebraica, por
nombrar algunas. Por otra parte, esta necesidad de vigorizacién hizo
que las matematicas dejaran de ser, en parte, una idealizacion de la
naturaleza; y pasaran a ser consideradas como una creacion del ser
humano. Cuyo objetivo primordial ya no era la descripcion de la
naturaleza, sino el estudio de entes matematicos, que pasan a tener
existencia independiente y en igualdad con los demés objetos que
conforman la realidad. De esta forma las matematicas dejaron de ser
creaciones arbitrarias de la mente, para pasar a ser objetos reales que
hay que descubrir, estudiar y formalizar.

Dentro del desarrollo y formalizacion lograda por el calculo
infinitesimal conocido hasta entonces como el nuevo analisis,
aparece la obra de George Green al publicar su primer trabajo
titulado “Ensayo sobre la aplicacion del anélisis matematico a las
teorias de la electricidad y el magnetismo” (An Essay on the
Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity
and Magnetism), fue bien recibido por la comunidad cientifica que
reconocio a Green como un matematico destacado. En esta obra

243



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

expresa tres posibles formas de extender el teorema fundamental del
calculo en un intervalo dado, indica que los teoremas integrales
tienen multitud de aplicaciones a la fisica y a las ecuaciones
diferenciales. Este teorema proporciona la relacion que existe entre
una integral de linea alrededor de una curva cerrada simple C y una
integral doble sobre la regién plana D encerrada por C, trabajo
similar al teorema de Gauss, demostrado anteriormente aqui; veamos
el teorema al detalle.

El teorema de Green plantea: sea F = (P,Q) un campo
vectorial de clase C, definido en un abierto Q de R? y sea una curva
en el plano, cerrada, simple, orientada positivamente y diferenciable
por trozos, que encierra una region D de tipo 111 que queda contenida
en Q. Entonces:

C+(de+Qdy) =HD (%(x,y)—?—i(x,y))dxdy. *

presenta una demostracion en los siguientes términos

] (Pdx+Qady) = Pdx+ Q dy
ct

ct ct

I (§—§<x,y>—§—§<x,y))=m Z—f(x,y)dxdy—fL o Gydxdy.
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Luego, la igualdad marcada con * del parrafo anterior queda
probada si se observa que:

oP
f dez—ff — (x,y)dxdy
ct p 0y

Yy que:

L+Qdy =UD g_g(x:}I)dxdy.

Ahora plantea dos lemas, veamos:

Lema 1: Sea D una regi6n de tipo I en el plano y, sea C* la
curva diferenciable por trozos que recorre su frontera orientada
positivamente. Entonces, si P: R? — R es de clase C!se tiene:

(P,0)do = j

ct

Pd ———ﬂ —(x,y)dx d
X X, x dy.
9y y y

ct

La demostracidn que ofrece esta en los siguientes términos:
Calcula la integral en la region D = {(x,y) € R? : a; < x < ay,
@1(x) <y < @,(x)}. Entonces, por el teorema de Fubini, se tiene
que:

Jl, G enaxar=-]
— —WX,y)ax ay = —
D ay a

1

f‘Pz(x) jf oP
— — (x, y)dydx
@1(x) D ay

2435



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

az

= _f ZP(x,az(x))dx—f P(x, 91(%)) [+a)

1 a

:f 2P(x,(pl(x)) dx—f 2P(x,cpz(x))dx.

Ahora calcula la integral sobre la curva C*. Considera la
descomposicion de la curva C* que se describi6 en la parte inicial
de lademostracién y lareescribe como C* = C“l‘ uc ,UB UB er
De esto obtiene:

dexszdx+f de+f de+f P dx
ct ct c; B B}

luego calcula cada una de las cuatro integrales. La primera,
parametrizando CI segun 01(t) = (t, p1(t)), t € (aq,ay).
Observa que esta parametrizacion respeta la orientacion, esto es,
recorre la curva de izquierda a derecha y ademas ¢’ (t) =

(1,¢’,(t)). De donde obtiene:

az
f Pdx = (P,0)do = f P(t, p,(1)) dt.
ct ct a

1

Para la segunda integral parametriza C, segun ¢,(t) =

(t, 5 (b)), t € (aq,a,).Observa que esta parametrizacion recorre la
curva de izquierda a derecha y por la orientacion que hereda C , de
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la prientacion positiva de C*se debe recorrer de derecha a izquierda.
Como es sabido, para invertir la orientacion se agrega el signo menos
antes de la integral. También considera que ¢',(t) = (1, @', (t)),
para obtener:

J.c‘ Pdx = .L_ (P,0) do = —faazp(t’ 0, () dt.

1

para B |, en caso que aparezca este trozo en la curva, considera la
parametrizacion:

@3(t) = (a, 1), t € (p1(a1), p(ayz)),

que tiene como vector tangente a ¢’;(t) = (0, 1). De donde:
(P(3(t),0); @' ()) = (P(p3(8),0); (0,1)) =0,

de donde se logra:

f Pdx = 0.
o

1

Con un razonamiento analogo obtiene:
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f Pdx =0.
B+

2

Al reunir las cuatro integrales de linea, obtiene:

dex=dex+f de+j de+f P dx
ct ct c; B B}

az az

— [ Peo@de- | P @) dero+o,

a a

Cuyo rsultado es igual a [* a], lo que permite concluir que

0P
j de=—U — (x, y)dx dy,
ct p 0y

que era lo que se queria demostrar. La demostracion del segundo
lema es similar, considerando que el signo menos no aparece en el
enunciado, este trabajo no lo presentamos aqui, porque se considera
repetitivo, solamente se enuncia el lema a continuacion:

Lema 2: Sea D una region tipo Il en el plano, sea C* la curva
diferenciable por trozos que recorre su frontera orientada
positivamente. Entonces, si Q: R? — R es de clase C!se tiene
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O.Qdo=| qdy= || Z-cundxdy
c+ c+ p 0x

Ahora bien, la combiacion de estos dos lemas termina la
demostracion del teorema de Green. Este teorema resulta Gtil para
encontrar una formula que permite calcular el area de una region a
partir de una integral sobre su borde.

A esta altura el proceso de desarrollo y formalizacion del
calculo evidencia tres sistemas usados: el Leibniziano, o de las
infinitesimales; el Newtoniano, o de los limites; y el de Lagrange, o
de las derivadas algebraicas. Los tres giran en torno a la busqueda de
una fundamentacion rigurosa, entre los que se destaca la Teoria de
Lagrange por eliminar los infinitesimales, asi como por su caracter
marcadamente algebraico, una herramienta bésica empleada fue el
desarrollo en series de potencias de las funciones. Situacion que
motivé la aparicion de otras obras cuyos autores adoptaron la
propuesta lagrangiana, practicamente a lo largo de todo el siglo XIX;
a pesar que, a partir de la segunda mitad del mismo, ya eran
conocidos los trabajos de Cauchy y Weierstrass. Lo importante de
resaltar es que, durante este siglo, se concentra en Paris un ambiente
intelectual de matematicos franceses como nunca antes se habia
visto, entre ellos: Arbogast, Carnot, Cauchy, Condorcet, Fourier,
Lagrange, Legendre y Poncelet que influenciaron el desarrollo en la
fundamentacion del calculo en toda Europa, asi como Bolzano y
Cauchy basados en cantidades finitas, las obras de Gauss en
Alemaniay Green en Inglaterra.

Para la mitad del siglo un escritor francés de libros de texto
matematico, cuyo nombre era Boucharlat, manifesto intranquilidad
al estar tomando elementos de cada una de las tres propuestas
manifiestas en el parrafo anterior: los infinitesimales de Leibniz, los
limites de Newton, y la algebraica de Lagrange, con la finalidad de
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poder conformar un contenido mas accesible a los estudiantes, al
respecto manifesto:

El método de los infinitamente pequefios, no es sino
un medio expedito de encontrar los diferenciales de
diversas funciones, él grava sus diferenciales en
nuestra memoria mediante figuras geométricas
reducidas al ultimo grado de simplicidad, y que
hablan més a la imaginacion que las ideas abstractas;
en fin, este método deviene indispensable en las
partes altas de la mecénica y la astronomia, en donde,
sin €l, la resolucion de los problemas tendria una
extrema dificultad.

Si el método de los limites complementa al de los
infinitamente pequefios, rectificando aquello poco
que este Ultimo podia tener defectuoso, el método de
Lagrange complementa a su vez al de los limites,
haciendo depender los coeficientes diferenciales de la
pura Algebra. Se puede entonces considerar entonces
a estos tres métodos como formando uno solo
(BOUCHARLAT, 1858, p. 06-07).

Lo que permite inferir que, para los autores de libros usados
para la ensefianza del célculo, en el siglo XI1X, resulté significativo
el aspecto didactico. Se pretendié tomar elementos positivos de cada
una de estas vertientes con el objeto de lograr textos que resultaran
accesible para quienes se iniciaban en el estudio de esta ciencia, vy,
al mismo tiempo, para tratar de corregir las deficiencias que, desde
el punto de vista del rigor, pudiera tener alguna de ellas. Se observa
que en el Analisis algebraico Cauchy no hace ninguna referencia a
la fisica matematica, a pesar de que él mismo la cultivd con
dedicacion, ya no parece interesarse en el conocimiento del mundo
sensible ni en las aplicaciones de la ciencia matematica. Si bien su
trabajo no es el primer texto de matematicas puras, su obra es tal vez
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la primera, en analisis, que, por sus objetivos, no intenta ninguna
justificacion ajena a las relaciones intrinsecamente matematicas; a
diferencia de Lagrange, quien, a pesar de haber hecho una
presentacion de los conceptos de su teoria de manera
descontextualizada, dedicd, el resto de su obra a las aplicaciones
geomeétricas y mecénicas; de la obra de Cauchy se destaca su escaso
interés en aplicacién alguna. Lo que permite inferir que, por fin al
Analisis, habia sido “liberado” de sus aplicaciones. Se destaca lo que
muestra la historia, el principal impulsor de la propuesta de Cauchy
fue Weierstrass, de manera que, actualmente, se habla del modelo de
Cauchy-Weierstrass para hacer referencia a esta propuesta, que es,
con pequefios cambios, la que se ensefia actualmente. Al respecto
Russell en 1915, manifiesta:

El Calculo requeria continuidad, y la continuidad, se
pensaba, requeria a su vez de lo infinitamente
pequefio. Lo cual no era evidentemente igual a cero,
pues sumando un nimero lo bastante grande de
infinitesimales hacian un todo finito. Pero nadie podia
descubrir una fraccién que fuera distinta de cero y
ademas no finita. Era pues un circulo vicioso. Pero al
fin Weierstrass descubrié que no se necesitaba en
absoluto lo infinitesimal y que todo podia hacerse sin
él. Por consiguiente, no hubo ya necesidad de suponer
por mas tiempo que tal cosa existia (RUSSELL, 1915,
p. 373).
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CONSOLIDACION DE LAS MATEMATICAS MODERNAS
COMO EVOLUCION DEL CALCULO INFINITESIMAL

A principios del siglo XIX se dieron tres circunstancias
consideradas fundamentales: existia un algebra de desigualdades
bien desarrollada, donde el rigor era considerado importante y se
darian cuenta que los conceptos relacionados con la convergencia,
limites, series, derivadas, integrales, debian ser precisos. Al menos
se presentaron tres situaciones que favorecieron la rigorizacion del
Célculo: la primera de indole filosofica: pretensiones de refutar los
ataques de matematicos como los hechos por Berkeley, y de las que
la fundamentacion geométrica de Maclaurin tuvo el objeto de
contestarlos; la segunda, existia la percepcion que habia un limite al
namero de resultados que podian ser atacados con las técnicas del
Caélculo y por ultimo, la conveniencia de no seguir avanzando y
consolidar los logros obtenidos. Los trabajos de Lagrange que
proporcionaron una base puramente algebraica al Calculo, afirman
que habia que liberarlo de la idea extrafia del movimiento y, dada la
inconsistencia del concepto de infinito, se preguntaba como tantos
resultados correctos pueden derivarse de una nocién inconsistente.
Lagrange en su Théorie des fonctions analytiques tratd de asentar el
Caélculo en la nocion de series de potencias, convergentes 0 no;
intento condenado al fracaso, pero que produjo nociones como la
funcion derivada y resultados como la expresion para el término
complementario en el desarrollo de Taylor que quedarian tal cual
como las trabajé. Por Gltimo, la necesidad de muchos matematicos
prominentes de ensefiar a grupos cada vez mas numerosos de
alumnos en las nuevas instituciones surgidas de la Revolucion
Francesa que estimo, la creacion de cuerpos de cientificos e
ingenieros, como Utiles al estado moderno. Dicha necesidad genero
la escritura de libros de texto para estas instituciones. Se destacan los
trabajos de Cauchy, Lacroix, Charles Sturm, Jean-Marie-Constant
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Duhamel, que obligaron a repensar y estructurar el Célculo: el
establecimiento de las academias militares y la école Polytechnique
en 1795 cre6 una forma de explicar Matemaéticas que llegd a
convertirse en modelo de la educacion universitaria y que trasformé
la manera de ensefiar matematicas a nivel superior.

Es de aclarar que el interés de Cauchy no era la ensefianza de
novicios, sino la investigacion cientifica para lo que su obra deriva
en una reformulacion eficaz del Andlisis al iniciar la eliminacion del
pensamiento algoritmico y su substitucién por el pensamiento
conceptual, iniciando, asi, la transformacidn del Analisis algebraico,
en el sentido de Euler y Lagrange, al Analisis aritmético, en el
sentido de Weierstrass. Situacion que llevo a que su trabajo fuera
poco entendido y con alguna dificultad estudiado, incluso hasta por
sus propios colegas. Muchas ideas significativas contenidas en su
trabajo serian redescubiertas y validadas mas adelante. Dado el poco
éxito entre alumnos y colegas, de las obras antes mencionadas, el
propio Cauchy publico versiones mas asequibles entre 1829 y 1833.
Tanto el libro de Lacroix como los que seguirian a los de Cauchy en
las instituciones francesas evitaron el estilo conceptual de Cauchy,
aunque no sus resultados sobre series convergentes: por ejemplo, la
continuidad seria descrita mas que definida; la integracion seria vista
como la anti diferenciacion. La necesidad de basar todos los métodos
y resultados conseguidos en definiciones claras como: la nocion de
convergencia, continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad vy
pruebas rigurosas, llevd a Cauchy a una primera etapa de
rigorizacion de la disciplina. Expresiones como “una variable que se
aproxima a un valor fijo” y la visualizacion de los numeros reales
como puntos de una recta aparezcan excesivamente. Indica que el
desarrollo del Calculo Diferencial e Integral, en esta etapa, fue
presentado en términos de matematica infinitesimal y no en lenguaje
de épsilon-delta, sélo utilizado por Cauchy verbalmente y que
probablemente fue la causa de algunos resultados incorrectos que
obtuvo.
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Estas Ilamadas a la percepcién geométrica, ademas de la
estigma que sufria la visualizacion de conceptos fundamentales
como continuidad y diferenciabilidad harian necesaria otra etapa de
“rigorizacion”, esta vez liderada por Weierstrass y Dedekind, que
tendria las auténticas caracteristicas de una revolucion, eliminando
el contenido geométrico-intuitivo de los razonamientos analiticos, al
basarlos en una estructura aritmética: primero en los nimeros reales
por Dedekind y, posteriormente, en los ndmeros naturales con
Cantor; estructura que estaria delimitada por unos pocos axiomas,
los de Peano, que esencialmente son un conjunto de entidades
generadas a partir del cero por aplicacion reiterada de la operacion
“sucesor”. La axiomatizacion de Peano, a su vez, abrio el camino a
la teoria de funciones recursivas, la teoria de los algoritmos y de la
computacion, entendida en sentido moderno. La construccién del
continuo a partir de los naturales demandaria la introduccion de
nuevos entes matematicos: los conjuntos infinitos. Ademas, la
aritmetizacion del Analisis permitio la consolidacién de la
Matematica Pura como disciplina practicada por un grupo especifico
de profesionales, credndose unos requerimientos especiales de
formacion para ganar aceptacion dentro de este grupo.

Estas etapas de rigorizacion difieren en la explicacién de la
nocion de infinito que subyacia en sus construcciones. Mientras
Cauchy se sustento6 en la nocion de infinito potencial, Weierstrass se
basé en la nocidn de infinito actual y elimind los infinitesimales del
Analisis. En un primer paso, el soporte natural de la teoria, el
continuo de los numeros reales, debia ser rigorizado. Puesto que, en
la historia del Andlisis, desde Leibniz hasta Weierstrass, existian dos
teorias rivales del continuo. Por un lado, la teoria Weierstrassiana
hoy dia aceptada y, por otro, la teoria Leibniziana, basada en el
continuo arquimediano extendido al no arquimediano producto de
afnadir los infinitesimales e infinitamente grandes. Esta segunda
teoria fue la dominante hasta la revolucion de Weierstrass y Cauchy
se movio plenamente en esta tradicion. Esta revolucion consistié en
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poder explicar satisfactoriamente el Andlisis conocido en términos
de los nameros reales tal como los definio Weierstrass y buscar
desarrollarlo més allg, eliminando del Andlisis todas las magnitudes
variables, todo cambio, movimiento y reduciéndolo todo a estados
estacionarios, es decir, a magnitudes constantes, presentes en los
aportes de Lusin ainicios del siglo XX. Observemos que un real para
Cauchy era una variable que podia correr a través de los reales de
Weierstrass, los infinitesimales y todos aquellos nimeros que
diferian de los reales de Weierstrass en numeros infinitamente
grandes o infinitesimales.

En términos de Lakatos (1978) las variables de Cauchy eran
sucesiones de reales de Weierstrass; sus nuameros infinitamente
grandes eran sucesiones no acotadas y sus infinitésimos eran
sucesiones que convergian a cero. Aunque Cauchy no menciona
explicitamente la nocidn de sucesion, la idea esta implicita, pues una
de las dificultades pedagdgicas en la exhibicion del Analisis es que,
para la mayoria de alumnos, la vision del continuo que poseen esta
mas proxima a Cauchy que a Weierstrass. Weierstrass construyo los
nameros reales a partir de los racionales mediante la introduccion de
una algebraizacion satisfactoria de la nocion de convergencia y la
admision del infinito actual de Cantor al considerar conjuntos
infinitos de racionales positivos con sumas parciales acotadas para
construir reales. Situaciones que permiten inferir evolucion de
conceptos y resultados clasicos que a lo largo de los siglos habian
existido y la forma habitual de presentarlos no era genética, sino a
través de la vision filoséfica del momento: para nuestro caso, a través
de una rigida jerarquia de secuencias logicas que establecen
demostraciones formales de hechos mas generales que los que
inicialmente se estudiaron y que son el producto de una
sistematizacion muy posterior al momento de su descubrimiento.
Las actividades primordiales del pensamiento matematico avanzado,
la formulacion de conjeturas, el alumbramiento de pruebas o
refutaciones convincentes y el uso constante de diagramas, esta
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ausente de la presentacion docente: actualmente se presenta un
producto acabado donde todo esta en calma y en certidumbre y las
pruebas se desarrollan a lo largo de las lineas deductivas
tradicionales. Aspecto conocido como proceso formal mecanicista.

LOS APORTES DE EVARISTE GALOIS, ABEL,
WEIERSTRASS Y STOKES

Evariste Galois introdujo el concepto de Grupo, necesario
para encontrar una formulacién mas general y menos engorrosa que
la que proporcionaba el teorema para identificar las ecuaciones de
grado 5 y superiores resolubles mediante radicales. Definié los
axiomas de Grupo dentro de su trabajo relativo a resolucion de
ecuaciones polindmicas. Es decir que, para conseguir un objetivo
concreto como determinar la resolubilidad mediante radicales de una
ecuacion polindmica, le fue necesario crear toda una estructura
algebraica de enorme aplicacion en ramas de la matematica que no
tienen nada que ver con el origen de su estudio. Enuncid y demostro
un teorema, teoria de Galois, para identificar dichas ecuaciones;
precisd cuando una ecuacion polinomial es soluble por medio de
radicales ya que todo polinomio tiene asociado un grupo, conocido
como grupo de Galois del polinomio o de la ecuacion polinomial
correspondiente. Una ecuacion polinomial es soluble por medio de
radicales si y solamente si su grupo de Galois es soluble.

El Teorema fundamental de la teoria de Galois establece un
anti-isomorfismo de reticulos entre el de subgrupos de un grupo de
automorfismos de un cuerpo, el de subextension esta formada por
este cuerpo y el subcuerpo fijo de dicho grupo. El teorema explica la
conexion entre los subgrupos de G(E/F) y los cuerpos intermedios
entre E y F. Esta biyeccion es usada sisteméaticamente para la
obtencion del Teorema de Galois sobre la resolubilidad por radicales
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de una ecuacion algebraica f(x) = 0. Esta resolubilidad queda
establecida en términos de las propiedades algebraicas del grupo de
automorfismos del cuerpo de escision de f sobre su cuerpo de
coeficientes. Finalmente demostrd, casi simultdneamente con Abel,
la imposibilidad de encontrar una solucion general a estas
ecuaciones utilizando Unicamente suma, resta, multiplicacion,
division, exponenciacion y radicacion de los coeficientes, esto fue
mediante radicales; lleg6 a la conclusion que estas ecuaciones solo
pueden resolverse de forma aproximada usando técnicas de célculo
numérico. Sin embargo, existen muchas ecuaciones, casos
particulares de grado 5 y superiores perfectamente resolubles
mediante radicales. En términos generales los aportes de Galois a las
matematicas no son sencillas de entender por su complejidad,
incluso para los tiempos actuales. Tampoco fue completamente
comprendida por los matematicos de su época, algunos
sencillamente la ignoraron, y solo hasta finales del siglo XIX se
descubrié su profundidad y alcance. Su trabajo estd centrado
fundamentalmente en el campo del algebra, rama a la que dio un
impulso definitivo. Sus investigaciones dieron lugar a la llamada
Teoria de Grupos y Cuerpos de Galois. Actualmente las estructuras
algebraicas Ilamadas Grupos de Galois son usadas en Criptografia,
informaética y telecomunicaciones.

Paolo Ruffini fue el primero en tratar de probar que la
ecuacion general de grado 5 0 mayor no se puede resolver por medio
de radicales, basado en los métodos de Lagrange consider6
funciones racionales de las raices de una ecuacion general de grado
n. Si m es el nimero de permutaciones que dejan tal funcion
inalterada, m es un divisor de n!, y el nimero de valores diferentes

., . . ! .
gue toma la funcidn, si se permutan las raices, es % . Lagrange habia
.z . ./ ! ..
probado que tal funcidn es raiz de una ecuacion de grado % Ruffini

P , - 5!
mostré que en el caso de la quintica ~ puede ser 20 5, perono 3 0
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4, lo que significa que una resolvente en el sentido de Lagrange que
satisfaga una ecuacion de grado 3 0 4 es imposible. Su demostracion
no era totalmente correcta pues faltaba justificar que los radicales se
pudieran expresar como funciones racionales de raices de la
ecuacion. Se conoce como Regla de Ruffini a la division sintética
para dividir un polinomio entre un monomio de la forma x — a.

Abel® probé que no hay ninguna formula para hallar las
raices de todos los polinomios generales de grados n =5 en
términos de sus coeficientes, demostré que no existe una solucion
algebraica general para las raices de una ecuacion quintica, o
cualquier ecuacion polindmica general de grado superior a cuatro,
en términos de operaciones algebraicas explicitas. En las funciones
elipticas, desarrollé un método general para la construccion de
funciones periddicas reciprocas de la integral eliptica (ABEL, 1824).
Para ello, inventd, independientemente de Galois, una rama de las
matematicas conocida como teoria de grupos, que tiene un valor
incalculable no s6lo en muchas areas de las matematicas, sino
también para gran parte de la fisica.

Abel (1823) expuso un teorema que se refiere a la extension
del teorema de adicion de Euler para integrales elipticas, al caso de
integrales de funciones racionales R(x,y(x)) de variables x,y de
cualquier funcion algebraica Y (x). El teorema enuncia: cualquier
suma de integrales de la forma R(x, y(x)) dx, donde las variables
estan relacionadas por f(x,y) = 0 (f un polinomio en x e y, puede
expresarse en términos de un namero fijo p de integrales de ese tipo
mas términos algebraicos y logaritmicos). EI minimo nimero p
depende sdlo de la ecuacion f(x,y) = 0, que luego Ilama género de
la misma; lo que muestra que reconocié dicha nocién fundamental
antes que Riemann. También trabajo sobre el ultimo Teorema de
Fermat como elemento para profundizar en su estudio de las

% Niels Henrik Abel (1802-1829), matematico noruego.
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funciones elipticas, lo que le condujo a publicar su primer trabajo
importante sobre integrales definidas. Con estos avances, Abel
(1827, p. 101) “transform6 radicalmente la teoria de integrales
elipticas, en la nueva teoria de funciones elipticas”. Los teoremas de
adicion de funciones elipticas representan, por otra parte,
aplicaciones especiales del teorema de Abel sobre la suma de
integrales de funciones algebraicas. Situacion que dio origen a
investigar las integrales hiperelipticas, que no son otra cosa que una
generalizacion de las que Abel inicid sus pasos, para que se
invirtieran al igual que las elipticas; naciendo asi la teoria de
funciones abelianas de p variables. La obra de Cauchy inspird a
Abel a trabajarlos al punto que algunos criterios de convergencia
llevan hoy su nombre. Se destaca la correccion que, en 1826, hizo al
error de Cauchy relacionado con su falso teorema sobre la
continuidad del limite de una serie convergente de funciones
continuas. Es claro que Cauchy adn no tenia la idea del concepto de
convergencia uniforme.

Entre sus aportes se destacan: Ecuaciones funcionales.
Transformadas integrales e integrales definidas. Ecuaciones
algebraicas, quintica, ejemplos de ecuaciones solubles, formulacion
general. Teorema de irreducibilidad. Funciones elipticas. Integrales
elipticas. Integrales hiperelipticas. Integrales abelianas. Teorema de
Abel (teorema de adicion). Series y su rigor. En la actualidad se usan
los términos grupo abeliano, extension abeliana, variedad abeliana,
funcién abeliana, categoria abeliana, integral abeliana, esquema
abeliano, entre otras como reconocimiento a su prolifera produccion
intelectual. Como ejemplo se esboza el conocido Premio Abel que
para 2002 se establecid en su honor, cuyo objetivo es otorgar el
premio trabajos cientificos destacados en el campo de las
matematicas. Se resalta que también llevan el nombre de Abel un
asteroide, un crater en la Luna y una aeronave.
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VVeamos un esbozo de demostracion del Teorema de Abel
basados en el punto de vista de Roseny et al. (1995, p. 497), usando
lenguaje y terminologia propias de las matematicas modernas para
facilitar su comprension sin usar la teoria de Galois.

Teorema de abel: Sea k un campo con sugficientes raices de
la unidad, po rejemplo, puede tomarse k = C. Sea f(x) € k[x] un
polinomio monomico. Si f(x) = (x —0;)(x —6,) - (x — 6,),
Ilamamosa F = k(8,, 6,, -+ 6,,) un campo de descomposion de f(x)
sobre k.

Una extension algebraica finita % es llamada torre de
radicales si existe una serie de campos intermedios k = E, C E; C
CcE,_ 1CcE,=E, tal que para cada 0<i<m, E; ;. =
E("/a;) donde p; es primo y a;eE . La ecuacion f(x) =0 es
soluble por medio de radicales si existe una torre de radicales % tal
que F £ E. Se observa que si f(x) = 0 es soluble por medio de
radicales, no necesariamente se tiene que g sea una torre de radicales.

Por ejemplo, para f(x) = x3 + x2 — 2x — 1 la extension % es una

extension de Galois de grado tres que no es radical pues las tres
raices de f(x) son realesy las raiuces primitivas cubicas de la unidad
no son reales, pero que si es soliuble por medio de radicales.

Suponemos que k es de caracteristica cero y sean sy, S, *** S,
algebraicamente independientes sobre k. sea K = k(sq, S5, Sp,). La
ecuacion general de grado n sobre k es x™ —s;x™ 14+
(-1"s, = 0.

Supongamos x™ — s;x" 1 + -+ (—1)"s,, = (x — x)(x —
X,) -+ (x — x,) en alguna extensién de K. sea L = K(xq, x5, *** X,).
Estas definciones de K y L se mantendran.
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El grupo simétrico s, actua sobre L permutando las raices
X1, %2, Xp Y K = k(sq,S,,:-s,) esel campo fijo.Sic €s, y f €
L, entonces, (of)(x1, %z %) = (X501 Xo2) ** Xo(ny)- S€AN
8 =Ilicj(x; —x;) y A= 6% para 0 € s, 06 = +5. Si o es una
trasposicion, ad = —4§. El grupo alternante A,, es el subgrupo de s,
que consiste de los elementos o € s, tales que o8 = 6. De la
permutaciones se tienen los siguientes resultados: el tercero se sigue
del segundo observando que (a,a,a3) =

(a102a304 ** Q) (A A1 *+* A4A30,04).

¢ El grupo s, esta generado por trasposiciones;
e El grupo A, esta generado por 3-ciclos;

o El grupo A, esta generado por m-ciclos, donde m es
cualquier nimero impar entre 3y n.

Para ello la demostracion del teorema se lleva a cabo en
cuatro pasos. Paso 1. Si L esta contenido en una torre de radicales

L .
sobre K, entonces — €s una torre de radicales. Paso 2. (teorema de

Cauchy sobre permitaciones). Sea p el primo mas grande menor o
igual que n. si f € L toma menos de p valores bajo la accion de s,
entonces f puede tomar solamente uno o dos valores. Paso 3. Si n=5,

L .
entonces —no es una torre de radicales. Paso 4. (teorema de Abel).

La ecuacion general de grado 5 sobre k no es soluble por medio de
radicales. El paso 4 necesita una demostracion adicional.
Supongamos que la ecucacion general de grado 5 sobre k es soluble
por medio de radicales. Entonces, por definicidn, existe una torre de

radicales gtal que L £ E. Luego, por el paso 1% es una torre

de radicales. Esto contradice el paso tres, luego la ecuacion general
de grado 5 sobre k no es soluble por medio de radicales 2.
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Weierstrass®®, conocido como el padre del analisis moderno.
Proporciono las definiciones de continuidad, limite y derivada de
una funcion que se usan hoy dia. Lo que le permitié abordar un
conjunto de teoremas que estaban entonces sin demostrar de forma
rigurosa, como el teorema del valor medio y el teorema de Heine-
Borel en topologia para conjuntos K compactos, el teorema de
Bolzano-Weierstrass que garantiza que a, tiene una sub sucesion
convergente dado que consideré a K como un conjunto acotado.
Disefid pruebas para la convergencia de series y contribuyo a la
teoria de funciones periddicas, funciones de variables reales,
funciones elipticas, funciones abelianas, productos infinitos
convergentes, el calculo de variaciones, analisis complejo y muchos
teoremas fundamentales de las ramas del analisis llevan el nombre
de Weierstrass, ya sea porque él los descubrié o por haber sido el
primero en dar una demostracion completa y rigurosa. En realidad,
el Teorema de Bolzano-Weierstrass fue demostrado primero por
Bolzano en 1817 como lema previo del Teorema de Bolzano (del
valor intermedio) y posteriormente por Weierstrass. Asimismo, el
Teorema de Weierstrass también fue demostrado primero por
Bolzano, en dos resultados, en la década de 1830, aunque no se
publicé hasta 1930.

La riqueza del teorema de Weierstrass se presenta en tres
versiones, el original propuesto por él, el que se maneja en los cursos
de andlisis para determinar la existencia de puntos criticos en un
intervalo, y el tercero, como extension a la topologia, los dos Gltimos
en términos de las matematicas modernas.

Version de Weierstrass:

59 Karl Weierstrass (1815-1897), matematico aleman conocido como el padre del Analisis Matematico o del «padre
del Analisis Moderno» (BIERMANN et al., 1996).
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Sea f: B[a, r] = K = R una funcién continua definida en
una bola cerrada y acotada de K. Entonces:

(1) f es una funcion acotada.

(2) Existen ¢, d € Bla,r] tales que f(c) < f(x) < f(d),es
decir, f alcanza sus valores maximo y minimo en su
dominio.

La demostraciédn la presenta en los siguientes téerminos: El
apartado (1) se demuestra por reduccion al absurdo. Si f no
estuviera acotada, para cada n € N, existiria x € B[a,r] de modo
que |f(x,)| > n. Lasucesion (x,),ey asi construida evidentemente
es acotada ya que |x, — a| < r. Aplicando el teorema de Bolzano-

Weierstrass garantiza la existencia de una sub sucesion (xnk)kEN de

la sucesion (x,)nen CONvergente a un punto c. Este punto c €
Bla, r] por ser cerrada ya que:

lx, —a|l <r= lilgnxnk—a|=|c—a|Sr

por ser el valor absoluto una funcién continua. Como f es continua
en c la sucesion f(x,, )xen CONVerge a f(c) y por tanto es una

sucesion acotada, lo cual es absurdo, ya que |f (xp, )| > 1.

Para el segundo apartado: Por el primer apartado se tiene que
el conjunto f(B[a,r]) es acotado. Si a = sup{f(x):x € Bla,r]}
existe una sucesion (x,), = Bla,r] con a = lim, f(x,) Y, con un
proceso similar al anterior, existe una sub sucesion (xnk)kEN de la

sucesion (x,)nen CONvergente a un punto d € Bla,r]. Implica que
por la continuidad de f se tiene f(d) = lim f(x,,, ), pero como a =
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lim f (x,,) concluye que a = f(d), es decir, la funcion f alcanza
su maximo absoluto en el punto d. La demostracion de que f alcanza
su minimo absoluto en B|a, r] se realiza de forma analoga 2.

La presentacion formal que actualmente se hace en un curso
de analisis matematico tal como se expresa en el texto de analisis
matematico de Cascales et al. (2018), muestra que el teorema no dice
cuéles son los puntos extremos de la funcion en un intervalo I =
[a, b], solo garantiza que en ese intervalo exiten puntos extremos es
en los siguientes términos:

Siunafuncion f: R — R es continua en un intervalo
cerrado y acotado [a,b], entonces f alcanza sus
extremos absolutos, es decir, existen dos puntos
X1, X, € [a,b] tales que f(x;) < f(x) < f(x,) para
cualquier x € [a,b] (CASCALES et al., 2018, p.
114).

El teorema anterior se aplica a cualquier funcién continua
con valores reales definidos en un intervalo I = [a, b] cerrado y
acotado, ya que tal intervalo puede ser interpretado como una bola
cerrada con centro en el punto medio del intervalo y radio la mitad
de su longitud. La clave de la demostracién anterior esta en la
propiedad de Bolzano-Weierstrass, que afirma que cada sucesion
acotada en [a,b] en la bola Bla,r] tiene una subsucesion
convergente a un punto de [a, b] en la bola B[a, r]. La amplitud del
teorema es que se hace valido para cualquier funcion continua cuyo
dominio cumpla esa propiedad. Tales conjuntos reciben el nombre
de conjuntos compactos y se estudian en Topologia. Lo quepermite
inferir que la riqueza de este teorema va mas alla, generaliza a
aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos en los siguientes
términos:
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Sean (X,T), (Y,T") espacios topologicos y
f: (X, 7) > (Y,7)una aplicacion continua. Si
(X,T) es compacto, entonces f(x) = Y tambien es
compacto.

Gracias al teorema de Heine-Borel, se pudo formular el
teorema anterior para funciones continuas en espacios topologicos y

en espacios normados:

Sea (X,T) un espacio topolégico, KE X un
conjunto compacto y (V,||-]l) un espacio vectorial
normado. Si f:K - V es una aplicacion continua,
entonces existen x,,x, € Ktales que ||f(x,)| <
IF) I < |If(x,)]| para cualquier x € K.

Para simplificar: si V = R:

Sea (X,T) un espacio topoldgico y K X un
conjunto compacto;

Si K-> R es una funcion continua, entonces
X, X, €K tales que f(x;) <f(x) <f(x,) para
cualquierx € K 2.

Cascales et al. (2018, p. 115) mencionan que David Hilbert
en 1897 se refirid a este teorema en los siguientes términos:
“[...]Weierstrass cre6 una herramienta que hoy es indispensable a
todos los matematicos para otras investigaciones analiticas o
aritméticas mas refinadas”. Como observacion general, se hace
evidente que, la continuidad uniforme depende del conjunto donde
se esté considerando definida la funcion. Es claro que toda funcion
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uniformemente continua en un conjunto es continua en dicho
conjunto, pero, en general, el reciproco no es cierto. El teorema de
Heine establece la equivalencia de ambos conceptos en las bolas
cerradas de K, en particular en los intervalos cerrados y acotados de
R, vedmoslo.

Teorema Heine. Toda funcion continua definida en una bola
cerrada y acotada B[a,r]y con valores en K es uniformemente
continua. La demostracion la establece como: Si una funcion
continua en B[a, ] no fuera uniformemente continua, existiria &€ >
0 para el que no se cumple la condicién de continuidad uniforme y
en consecuencia existirian sucesiones (x,), Y (x',), en Bla, r] tales

que |x, — x| <% y |f(x,) — f'(x,)| =€ . Por el teorema de
: , : ,
Bolzano-Weierstrass existen sub sucesiones (x,, ), ¥ (*'r,), de las

anteriores que son convergentes aun mismo punto z € Bla,r].
Usando la continuidad de f en z se tiene entonces lim f(xy, ) =

f(2) = lilgn f(x'y,)- Pero, por otra parte |f(x,) — f'(x,)| =2 €>0
pero al pasar al limite se obtendria 0 > &, que es absurdo £.

De igual forma que sucedio con el teorema de Weierstrass, la
demostracion se basa en el hecho que las sucesiones en
B[a, r] poseen sub sucesiones convergentes a un punto de B[a,r] Y,
por tanto, el teorema de Heine mantiene su validez cuando se
reemplaza una bola cerrada B[a,r] por un conjunto que tiene esa
propiedad respecto a las sucesiones, €éstos son los conjuntos
denominados compactos en Topologia. Pero se resalta que la nocion
de continuidad uniforme fue naciendo poco a poco; primero, de
forma explicita en el trabajo de Cauchy sobre integracion, donde la
presenta como imprescindible mencionando que habia ya sido
considerada por Dirichlet, en 1854, luego por Weierstrass en 1861.
Pero fue solo hasta 1870 que aparecio por primera vez impresa en
una publicacion de Eduard Heine, muestra un teorema que afirma
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que, una funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado es
uniformemente continua. Este mismo planteamiento lo reitera en
otro trabajo de 1872, aunque al escudrifiar el manuscrito se infiere
que ¢él mismo parece asignar un papel en este y otros de sus
resultados a Weierstrass, Schwarz y Cantor. Heine define la
continuidad uniforme en la forma siguiente:

Una funcion f(x) se llama [....Juniformemente continua
desde x = a hasta x = b, si para cualquier cantidad
positiva dada &, por pequefia que sea, existe otra
cantidad positiva n, tal que para todos los valores
positivos n menores que 1y, f(x tn)— f(x) es
menor que &. Cualquiera que sea el valor que demos
a X, suponiendo s6lo que xy x +n pertenezcan
ambos a la region entre a y b; el mismo n, debe
satisfacer la [propiedad] exigida (CASCALES et al.
2018, p. 116).

Recordemos que Weierstrass elimind del lenguaje del
analisis toda relacion con el movimiento. Frases como una variable
se acerca a un limite, que recuerdan las ideas de Newton, fueron
transformadas en desigualdades, intentando aritmetizar todo lo
posible. De él es la definicion de continuidad que hoy usamos; probé
la existencia de méaximo y minimo para una funcién continua
definida en un intervalo cerrado, que ya habia sido usado por Cauchy
sin demostracion. Probo el Ilamado teorema de Bolzano-Weierstrass
sobre el punto de acumulacién, utilizando, para ello, el método de
Bolzano de dividir el intervalo en dos partes y dar una regla para
elegir una de ellas. Posteriormente, los seguidores de estas ideas,
Heine y Borel entre otros, obtuvieron la primera nocion de
compacidad por recubrimientos para un intervalo cerrado.
Weierstrass, quien tenia clara la idea de convergencia uniforme y su
necesidad para explicar las mencionadas propiedades, asi como los
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problemas sobre diferenciacion de series de funciones. También
probd que toda funcion continua en un intervalo cerrado se puede
aproximar por una serie uniformemente convergente de polinomios.

La propiedad fundamental de las funciones elipticas para
Weierstrass, estd en considerar una ecuacion diferencial ordinaria en
una variable compleja, pero recordemos que en este manuscrito ya
se ha dejado claro que las Funciones Elipticas aparecieron por
primera vez en las Recherches de Abel en 1827, las definié como las
inversas “formales” de ciertas integrales elipticas. El mismo
procedimiento fue usado por Jacobi en 1829 en Fundamenta Nova,
donde mostré que una integral eliptica de primera especie es una
funcion compleja F: P — S de la forma:

_ [’ d¢
)= fo JA-)0-k22)

donde P es cierta region conveniente del plano complejo. La forma
de esta integral es importante y se debe a Legendre en 1805. Es claro
que durante los siglos XVII'y XVIII no existia tal forma candnica,
lo que complicaba enormemente el estudio de tales integrales; el
valor complejo k se llama mddulo de la integral. Luego de una
eleccion adecuada de P, la funcion F es inyectiva y diferenciable en
casi todos los puntos de su dominio. Por tanto, se puede hablar de su
funcion inversa ¢, una funcion que resulta ser meromorfa.

La ecuacion diferencial (¢'(w))? = (1 — @?(w))(1 —
k%¢p?(u)) sirvio de fundamento para el estudio de las funciones
elipticas, Weierstrass la presentd bajo otra forma, veamosla: una
funcién eliptica de Weierstrass es una funcion algebraica de la
solucion meromorfa, en general, p igual al problema diferencial
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2
(e; —e;) (Z—i) = 4s3 — g,s — g3, con s(0) = oo, donde e; —
e,, g2, g3 Son constantes convenientes. Luego de establecer algunas
propiedades de dicha funcion, motiva la definicion de la funcion g
de Weierstrass. Se resalta aqui que la funcion p de Halphen-Bellachi
tiene, el valor de una construccion matematica efimera entre las
construcciones originales de las funciones elipticas y la funcion g
de Weierstrass.

La expresion g(z) se denomina funcion p de Weierstrass

1 1 1
p@) =t ) [—<z_mz‘m
Q%0

que cumple las siguientes cinco propiedades: la funcion g(z) es
meromorfa con polos de segundo orden en cada uno de los puntos 2
(incluyendo el origen de coordenadas). La serie que define a (z) es
absolutamente convergente. La funcion g(z) es una funcion par. La
funcion g(z) es doblemente periddica y sus periodos fundamentales
son 2m1 Y 2ws. La funcidn g(z) es eliptica de orden dos.

En forma similar apareci6 otro trabajo que se considera util a
destaca. El trabajo de Stokes’, conocido como teorema de Stokes.
Relaciona la integral de superficie del rotor de un campo vectorial
sobre una superficie S € R3con la integral de linea del campo
vectorial sobre su borde. De esta manera se puede interpretar el
teorema de Stokes como una extension a R3 para superficies no
planas, pero nace la dificultad para orientar el borde de una
superficie de R3; se debe a que, al tener tres dimensiones, la idea
usada en R? de caminar por el borde de la superficie, que se usa a la

70 George Gabriel Stokes (1819-1903), matematico y fisico irlandés, realizd contribuciones en dinamica de fluidos,
incluyendo las ecuaciones de Navier-Stokes; Optica y fisica matematica.
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izquierda, ahora depende de hacia donde apunta nuestra cabeza,
como se muestra en la Figura 34.

Figura 34 - Interpretacion de la
Rotacion en el teorema de Stokes

- D

(A) Com la cabeza hacia arriba, (B) Con la cabeza hacia abajo.

Fuente: Elaboracién propia.

El teorema esta eshozado en los siguientes términos: Sea S <
R3 una superficie y D = R? — R3 una parametrizacion regular de S
donde D € R? es una region donde vale el Teorema de Green.
Supone que T es de clase C? y que dS* es la orientacion del borde
de S dada por T(dD™). Si F es un campo de clase C* definido en S,
entonces,

ffs rot(F) =ffs (V-F,n)dS=L5+Fda.
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LOS APORTES DE RIEMANN

La Hipotesis de Riemann’ es un problema abierto desde
1859 cuya demostracion, en palabras de Andrew Wiles, quien en
1993 probd el dltimo Teorema de Fermat, dio la posibilidad de
orientarse en el mundo matematico con la solucion del problema de
la longitud y que ayudo6 a los exploradores del siglo XVII1 a navegar
en el mundo fisico. Riemann de muy corta edad fue admitido en una
escuela secundaria de Luneburgo; sus profesores detectaron que
tenia habilidades matematicas y le dieron libre acceso a su
biblioteca. Alli, Riemann encontrd la «Théorie des nombres», de
Legendre que lo impactd. La historia muestra a Riemann como un
joven que deseaba ser pastor luterano para seguir los pasos de su
padre, por ello fue a la Universidad de Gotinga a estudiar Filosofia
y Teologia. Pero en unos cursos que tomé con Gauss le llevaron a
las Matematicas.

Para 1847 se mudo a Berlin, donde conocid a Jacobi, Steiner
y Lejeune Dirichlet. En su estadia se familiariz6 con dos elementos
que le inmortalizaron al unirlos: La utilizacion por Dirichlet de la
funcion zeta de Euler que le permitié probar en 1837 que siay b son
primos entre si entonces la progresion aritmética (a + bn),, contiene
infinitos numeros primos, mejord la intuicion no demostrada de
Fermat de la existencia de infinitos numeros primos en una
progresion aritmética (1 + pn),,, cuando p es un nimero primo’. Y
el desarrollo de la Teoria de Variable Compleja, que publicé en la
revista Comptes Rendus, siguiendo el camino iniciado por Euler.
Después de estudiar la obra de Cauchy en varias semanas, Riemann
menciond que esto se trataba de una nueva matematica. Riemann

™ Bernhard Riemann, matematico aleman (1826-1866), realiz6 contribuciones al analisis y geometria diferencial,
algunas de las cuales allanaron el camino para el desarrollo mas avanzado de la relatividad general trabajada por
Einstein.

72109 afios después, Selberg consiguié una demostracion sencilla de este resultado sin utilizar la funcion zeta.
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volvié a Gotinga en 1849 para completar su tesis doctoral bajo la
direccion de Gauss, quien ese afio comunicé a Enke su formula del
logaritmo integral para estimar la cantidad de nimeros primos. Por
esta época Riemann aln no se preocupaba de los nimeros primos,
pues estaba concentrado en la Teoria de Variable Compleja. Para
1851 presento su tesis que Gauss valoré como trabajo propio de una
mente creativa, activa, genuinamente matematica y de una
originalidad magnificamente fértil.

En 1854, Riemann presento su Tesis de Habilitacion, pues le
preocupaba el estado de salud de Gauss ya anciano, quien aun pudo
oir las ideas de Riemann sobre Geometria y sus relaciones con la
Fisica, originadas durante su colaboracién con Weber. Riemann
estaba convencido de que con Matematicas se podian contestar
muchas preguntas fundamentales de Fisica y seis afios mas tarde, ya
catedratico en Gotinga, elabor6 la Geometria Riemanniana, otro de
los cimientos que mas tarde usaria Einstein. Gauss murié un afio
después, le sucedié Dirichlet, quien en Berlin habia conocido a
Riemann y apreciaba su modestia y originalidad en su trabajo. Entre
conversaciones con Dirichlet llevan a Riemann a una nueva forma
de ver los numeros primos, expresados en una memoria de diez
paginas en 1859 y contiene:

1. La obtencién de la representacion integral

(z) = 1 foo e’ tZ dt
@W=ry) T-e
de la funcién
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o

=[]  a-prr=) e

n=1
cuando Re(z) > 1.

2. Su prolongacion analitica, mediante deformacion del contorno de
integracién, a una funcion meromorfa, esto es que tiene un polo
simple con residuo 1 en z = 1; llamada funcion zeta de Riemann
y la obtencion de sus ecuaciones funcionales estandar y simétrica

1 s
respecto a la recta x = > Ilamada recta critica,
nz

{(z) = 2°n5 1sen (7) I'(1-2){(1-2)

(1-2)

ﬂ_TZF(g)C(Z)=n' 2 F(%){(l—z)

la funcion {(z) es cero en los enteros negativos pares, llamados ceros
triviales.

73 Similar a la igualdad de Euler, P es el conjunto de los ndmeros primos.
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3. La representacion integral del logaritmo de {(z) para Re(z) > 1,

mediante la funcion
1 1.
n(x) =n(x) + En\/} + §n(\/E) 4o

para la que demuestra que (x) = M(x) + 0(vx), para x > 1.

4. La transformacion de esta representacion integral le permitid
enunciar I1(x) como una integral compleja, que evalu6 por el
método de los residuos, restringidos en la singularidad de (n{(z)
en z = 1y en los ceros no triviales de {(z). Consigui6 que:

. . ® du
() = li(x) - Zp: li(x) + L Tt

donde li(x”) es el logaritmo integral de x” y la sumatoria queda

extendida a todos los ceros no triviales de la funcion {(z).

5. Fue posible que todos los ceros no triviales de la funcién {(z)
tengan como parte real % plante6 una demostracion sintética de
que el namero de ceros de {(z)en el rectangulo 0 < Re z <
1,0 < Im z > T, aproximadamente (1) In (1) —

21 21

277



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

T . .y, . . . .,
(Z) Esencialmente la Hipdtesis de Riemann’ es la afirmacion

que los ceros no triviales de la funcion {(z) estan en la recta x =
1/2.
Al revisar la formula de Riemann:

@ du
m(x) = li(x) — zp: li(xP) + L W — Du Inu —In2 + 0(Wx),

sobre la cantidad de nimeros primos menores que x indica que la
distribucion de los nameros primos depende de los ceros no triviales
de la funcion zeta. Por otro lado, el error de aproximacién de la
funcién =(x), al logaritmo integral depende de la Hipdtesis de
Riemann, que para 1901, Helge von Koch, demostr6 que m(x) =
li (x) + 0(v/xInx) si'y solo si se cumple la Hipdtesis de Riemann,
cuyo resultado fue refinado por Lowel Schoenfeld en 1976 al probar
que la Hipotesis de Riemann es equivalente a que

<—\/_lnx

(x) —f — dt

paratodo x > 2657 2.

Riemann en 1859 obtuvo la catedra que habian tenido Gauss
y Dirichlet. Para 1866, tuvo que huir por el enfrentamiento entre los
ejércitos de Hannover y Prusia a Gotinga, situacion que afectd

™ Larecta x = 1/2 la llama recta critica. El enunciado habitual de la Hip6tesis de Riemann es que los ceros no triviales
de ¢(z) estéan en la recta critica.
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gravemente su débil salud, llevandolo a fallecer a la edad de treinta
y nueve afios. Lopez (2012, p. 20) indica que:

Al poner orden en el despacho de Riemann se
quemaron muchos de sus apuntes inéditos. Los que
sobrevivieron al fuego permitieron conocer, medio
siglo después, que Riemann sabia mucho mas de lo
que habia publicado. Son muchas las cuestiones,
matematicas y no matematicas, que dependen de la
Hipdtesis de Riemann. Por ejemplo, el resultado de
Mozzochi de 1986 de que la diferencia entre dos
nlmeros primos consecutivos verifica la desigualdad

2] 11 1
Pn+1—Pn<Pn,con9—5—5, donde § < —

se mejora si se admite la Hipotesis de Riemann, que
hace posible obtener la desigualdad

1
P,.,— P, <PZInP,
n

[...], la demostracion de la Hipotesis de Riemann
facilitara procedimientos mas rapidos de obtencion de
nimeros primos de muchas cifras, lo que afectard
significativamente la seguridad del comercio
electrénico, que depende en parte de nuestra gran
lentitud para descomponer el producto de dos
nameros primos muy grandes.

Riemann basado en las concepciones de Cauchy y Dirichlet
incorpor6 una definicién de integral que acogia funciones arbitrarias
altamente discontinuas. Generaliz6 la integral de Cauchy’, dio una
definicion precisa de la integral de una funcion definida en un
intervalo que debe ser acotado y cerrado. Esta nueva integral

5 El teorema integral de Cauchy, también conocido como el teorema de Cauchy-Goursat (1905) en analisis complejo,
es una declaracion importante sobre integrales de linea para funciones holomérficas en el plano complejo.

279



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

permitid que Volterra demostrara la existencia de una derivada
acotada que no era Riemann integrable imponiendo, de este modo,
una severa limitacion al Teorema Fundamental del Calculo para la
integral de Riemann, hecho que origin6 una profunda revision de la
nocion de integral. Hankel™® siguiendo las ideas de Riemann de
relacionar la integrabilidad de la funcién con su oscilacion, busco
una condicion suficiente y necesaria que permitiera demostrar que la
funcién altamente discontinua definida por Riemann es integrable.
Para ello establecio el concepto de salto de una funcién en un punto,
similar al concepto de oscilacion, clasificando las funciones en
integrables y no integrables. Bobadilla (2012, p. 12) indica que “la
obra de Hankel inicia el enfoque conjuntista de la teoria de
integracion que permite fundar la teoria de integracion moderna”.
No podemos descuidar, al revisar esta historiografia, la mecanica
analitica del siglo XVIII, qué tan remotas de las aplicaciones eran
las matematicas puras de ese tipo; al respecto Kuhn (1977), indica
que antes de la expansion de la ciencia matematica al calor, al
magnetismo, a la luz, entre otras, “la fisica matematica era de interés,
a lo sumo, para el astronomo” (p. 32). Grattan-Guinness (1990, p.
340) manifiesta que la principal contribucion de Hankel al estudio
de los numeros complejos y complejos superiores, “fue presentando
la mayor parte de lo que se sabia entonces sobre los sistemas
numeéricos reales, complejos e hipercomplejos”. En un manuscrito
compartido con su nucleo intimo, contenia la primera presentacion
generalmente aceptable y comprensible del concepto de vectores n-
dimensionales de Hermann-Grassmann y su producto tensorial
alterno. Hankel pretendia afiadir a esta obra un tratado sobre las
funciones de una variable compleja, pero nunca se lleg6 a publicar.

Para Hankel, una funcién f(x) tiene un salto mayor que un
entero positivo ¢ en un punto x: si para todo € > 0, existe § > 0, tal

76 Hermann Hankel (1839-1873) matematico aleman que estudio y trabaj6, con Mobius, Riemann, Weierstrass y
Kronecker. Es memorable por su trabajo sobre niimeros complejos y cuaterniones.
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que |8] < ey |f(x+6)— f(x)| > o. El salto de una funcién f en
un punto x es la menor cota superior de los ¢. Hankel tuvo esmero
cuidado con el conjunto S,, desde el que fija la diferencia entre las
funciones puntualmente discontinuas y las totalmente discontinuas.
Conjunto que se puede precisar como:

Sy = {x: f(x) tiene un salto mayor que ¢ > 0 en x}

introduce en los siguientes términos el concepto de conjunto
diseminado: un conjunto es diseminado, si entre dos puntos
cualesquiera del conjunto existe un intervalo que no contiene puntos
del conjunto:

Si en un segmento se encuentra una multitud [Schaar]
de puntos que poseen una cierta propiedad, digo que
dichos puntos llenen el segmento, si no puede
determinarse ningun intervalo en el segmento, por
pequerfio que sea, en el cual no haya al menos un punto
de aquella multitud; que por el contrario, esa multitud
de puntos no llena el segmento, sino que los puntos se
encuentran diseminados en él, si entre dos puntos
cualesquiera del segmento, por cerca que estén, puede
determinarse siempre un intervalo en el cual no hay
ningun punto de aquella multitud (HANKEL, 1870,
p. 87).

Asi, si para todo ¢ > 0 los puntos de S, se encuentran
dispersos en el intervalo de definicion de la funcion, esto es S, es
diseminado y la funcién es puntualmente discontinua. Si, por el
contrario, para algin o los puntos de S, llenan un intervalo
completo, es decir S, es denso en algun intervalo, la funcién es
totalmente continua. Fundamentandose en estos conceptos y en la
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condensacion de singularidades, Hankel establece la siguiente
clasificacion de funciones: La clase de las funciones continuas, la
clase de las funciones continuas excepto en un numero finito de
puntos en todo intervalo finito, la clase de las funciones que tienen
un namero infinito de discontinuidades, las que a su vez se clasifican
en dos clases: las funciones puntualmente discontinuas y las
funciones totalmente discontinuas. Recordemos que las funciones de
las dos primeras clases mencionadas, son funciones Riemann
integrables. Hankel se preocupa por las funciones de la tercera clase,
dado el problema de la existencia de su integral, manifiesta que las
funciones de la tercera clase que son Riemann integrables son
funciones puntualmente discontinuas, esto es una condicion
suficiente y necesaria para que una funcién acotada con infinitos
puntos de discontinuidad sea Riemann integrable, lo que significa
que para todo o >0, el conjunto S, es diseminado. Esta condicion, es
necesaria pero no suficiente: si existe o > 0 tal que S, es denso en
un intervalo I, la oscilacion de la funcion en algun intervalo
superpuesto | seria mayor que o. De donde la magnitud total de los
intervalos, de la particion del intervalo fundamental a, b; en la que
la oscilacién de la funcion es mayor que o siempre serd mayor o
igual a la longitud de I, y la funcién no seria Riemann integrable.

Hawkins ubica algunos ejemplos de conjuntos de puntos que
Hankel pensaba, para justificar el por qué Hankel habia llegado a
estas conclusiones erréneas. Primer ejemplo, muestra la
generalizacion de Dirichlet: toma f(x) = 1 Vx € [0,1] excepto para

. g s . . 1 .
x en los infinitos intervalos que tienen a = COmo centroy de longitud

" paraun ¢ fijo, 0 < { < 1yparan=1, 2, ---. En estos intervalos f
se comporta como la funcion caracteristica de los racionales. “La

magnitud total s de los intervalos en los cuales las oscilaciones son

igualesa 1, es s={+{2+ 3+ = 2.” (Hankel, 1870, pag.

_1_

86). Lo que significa que f es totalmente discontinua. Luego muestra
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un ejemplo indicador para entender las bases de las observaciones
de Hankel acerca de las funciones puntualmente discontinuas.

Delimita f(zin) =0 con n=1, 2, .-, y f(x) = 1para los otros
valores de x. En los infinitos puntos %2122—3 , f tiene saltos de

magnitud 1. Pero a diferencia del otro ejemplo, no hay un intervalo
que sea colmado con puntos de discontinuidad. En efecto:

Si un intervalo que contiene el punto x =2in es
requerido para encerrar sélo la discontinuidad que
ocurre en este punto, este puede ser tomado
arbitrariamente pequefio. Mas aun, la magnitud total
s de todos los intervalos de esta clase puede hacerse

arbitrariamente pequefia. Pero si la magnitud del
. 1 .
intervalo que recubre a x = o Se toma igual a €,

entonces la suma s =e+e2+ed+-=-", se
hace arbitrariamente pequefia con ¢ (HANKEL,
1870, p. 86).

Desde una mirada de las matematicas modernas se observa
que Hankel instaurd una caracterizacion topoldgica de los conjuntos
S, correspondientes a una funcion integrable; basado en el aparente
resultado de que todo conjunto diseminado puede ser encerrado en
un numero finito de intervalos de longitud total arbitrariamente
pequeiia, tal como lo habian asegurado Dirichlet y Lipschitz: “Si un
segmento no esta lleno de puntos en los que tienen lugar saltos
mayores que o, entonces la longitud total s de los intervalos en los
que las oscilaciones son mayores que 20, puede tomarse
arbitrariamente pequefia” (HANKEL, 1870, p. 87).

Desde la perspectiva de Hawkins, Hankel confundid los
conjuntos topoldgicamente insignificantes, o sea diseminados, con
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los conjuntos insignificantes desde el punto de vista de la teoria de
la medida, particularmente medida nula. De esta forma la idea tacita
de la teoria de la medida, en la segunda condicion de la integrabilidad
de Riemann, permanecio oscurecida por el realce dado a las ideas
topoldgicas que eran aparentemente equivalentes. A pesar de ello,
con la introduccidn de la nocién de salto de una funcién en un punto,
Hankel centrd su atencidn sobre las propiedades de los conjuntos S,;
permaneciendo sin reconocer que las propiedades de la medida de
conjuntos son decisivas para la teoria de integracién. La bldsqueda
de un procedimiento para medir las discontinuidades de una funcién,
condujo a Hankel en 1882 a introducir la nocién de contenido.
Riemann extendid la definicion integral de Cauchy reconociendo
que la condicion de continuidad no era esencial. Hankel descubrid,
sin embargo, que “los puntos de continuidad de una funcion
integrable pueden formar un conjunto denso” (HANKEL, 1870, p.
90).

LOS APORTES DE GIBBS, DEDEKIND, CANTOR Y
KOVALEVSKAYA

Gibbs’" hizo contribuciones en termodinamica y en la teoria
cinética de los gases, de las que establecié sus bases matematicas.
Lo destaca una frase célebre “Las Matematicas son un lenguaje.”
Mencionada en la presentacion de su obra Transactions of the
Connecticut Academy que publico como su primer trabajo sobre la
representacion geométrica de cantidades termodinamicas. Entre
1875 y 1878 siendo profesor de Yale, la Academia de Connecticut
publicé su libro, titulado Sobre el equilibrio de las sustancias
heterogéneas, que contiene cientos de ecuaciones matematicas que
Ilegaron a convertirse en base para establecer la quimica fisica como

7 Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Matematico, fisico y quimico estadounidense
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ciencia. Sus contribuciones cientificas significativas se dieron en un
momento en que la ciencia tedrica no era facil de entender ni popular,
por ello gran parte de su investigacion recibi6é poco reconocimiento.
Su trabajo sobre el uso del andlisis vectorial con el que describio
resultados en fisica-matematica se centrd en integrar una funcién a
lo largo de un intervalo. Se pregunto: ¢Como calcular el trabajo
realizado por una particula que se mueve entre dos puntos siguiendo
una trayectoria dada? (Como podemos saber si dicho trabajo
depende o no de la trayectoria o camino que siga la particula? Para
responderla introdujo integrales de linea, que habia sido inventadas
a inicios del siglo XIX para solucionar problemas relacionados con
el flujo de fluidos, fuerzas, electricidad y magnetismo como una
extension de la integral definida, cambiando el intervalo de
integracion por una trayectoria o camino, y la funcion a integrar por
un campo vectorial f definido y acotado sobre esa curva, llamada
camino de integracion. La integral resultante se Ilama integral de
linea, integral curvilinea o integral de contorno, y se denota por

[ fda 6 [ f - da, respectivamente. El punto «-» se usa para sugerir
el producto escalar de dos vectores. Este tipo de integrarles se
presentan al estudiar el trabajo, la energia potencial, el flujo de calor,
el cambio en la entropia, la circulacion de un fluido, y otros temas
que involucran el comportamiento de un campo escalar o vectorial a
lo largo de una curva.

Gibbs es conocido como el padre del anélisis vectorial,
encargado del estudio formal de vectores en matemaéticas, y es en
gran parte responsable del uso generalizado de vectores en fisica,
reemplazando los cuaterniones que Hamilton habia descubierto
anteriormente. Albert Einstein lo Ilamd la mente mas grande de la
historia de Estados Unidos. Los estudios de termodindmica y los
descubrimientos en mecanica estadistica de Gibbs allanaron el
camino para muchos de los descubrimientos posteriores de
Einstein. Su ultima contribucién, Los principios elementales de la
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mecénica estadistica, se publicd en 1902. El libro sento las bases
para una nueva rama de la fisica teorica, la mecénica estadistica,
que eventualmente condujo a la mecénica cuantica. La
importancia de los hallazgos de Gibbs no fue reconocida de
inmediato, especialmente en su pais de origen. Cuando se leyeron
sus publicaciones, la mayoria de los quimicos las consideraron
demasiado complejas matematicamente y demasiado cientificas
para muchos matematicos.

Por otro lado, las cortaduras de Dedekind’® son clases de
nimeros racionales que personifican la primera construccion
formal del conjunto de los nimeros reales. De esta forma quedd
cerrado el problema historico sobre la fundamentacion del Analisis
Matematico. Dedekind llamo cortadura a un conjunto, o clase, a de
numeros racionales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. a#+0ya=+ Q estoes, aes un subconjunto propio
de Q;

2. Si reay s>r, entonces s € a, esto es, todo
nimero mayor que un elemento de a pertenece
también a «;

3. a no tiene minimo.

La clase complementaria « formada por los nUmeros
racionales que no pertenecen a a, conserva la siguiente propiedad: si
r€ays € a,entonces r < s. En consecuencia, si fuera, r > s en
virtud del apartado 2 se tendria r € a. Ahora bien, Para probar que
a es una cortadura sélo falta exponer que no tiene minimo. Veamos:
dado r € a si 0 < § < 1, entonces se tiene que r — § > 0, ademas
r+6)2=r2-2r6§+6">r?2—2r8, y el Gltimo ndmero es

8 Richard Dedekind (1831- 1916), matematico aleman, alumno de Gauss, se interes6 por el método de minimos
cuadrados y la fisica experimental de Weber. Al culminar su doctorado fue miembro del Seminario Fisico-Matematico
de la universidad, donde conocié Bernhard Riemann.
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2_ -
mayor que 2 siempre que se cumpla % > §. Ahora bien, un
namero 6 entre 0 y 1 que cumpla la ultima condicion, por ejemplo,

22 . - .
es 6=r2r_2ﬁ. Este namero verifica las condiciones que se

requieren para que r — § pertenezca a «, a saber: r—6 >0, y
(r + a)? > 2. Lo que prueba que a es una cortadura.

Como ya era costumbre, cuando Dedekind publicd este
trabajo, naturalmente tuvo problemas y controversias sobre su
método. Lo que agudizaba la situacidn era que a él mismo le costaba
aclarar si un nimero real era lo mismo que una cortadura o era algo
mas. Su problema fue que no intentd ofrecer una teoria de los
nameros reales, sino construir los irracionales. Cantor criticd la
construccién de Dedekind por considerar que las cortaduras no
surgen de manera natural en el andlisis y construyd,
simultaneamente, los ndmeros reales utilizando la idea que un
namero irracional es el limite de una sucesion de racionales. De esta
forma toma las sucesiones de Cauchy de nimeros racionales y llamé
namero real a su limite; identificando dos sucesiones cuando su
diferencia tiende a cero. Facilmente comprobd que estos nimeros
formaban un cuerpo ordenado que contiene a los racionales y
demostro que es completo; esto es, que las sucesiones de nimeros
reales no dan nuevos nimeros. Es posible observar con ojo critico,
gue en ambas construcciones es necesario un namero infinito de
nameros racionales para determinar un irracional. Lo que estimul6
genuinos problemas en su tiempo, por lo que no fueron aceptadas
ninguna de las dos versiones. Ahora bien, recordemos que
Weierstrass en 1854 paso de los naturales a los racionales, tal como
se hace hoy. A pesar de todas las criticas, Dedekind en 1872,
caracterizo los nimeros reales como un cuerpo ordenado y completo,
ofrecié un desarrollo como un modelo de organizacion y claridad.
De esta forma, una vez construidos los nimeros reales, estaba por
verse cOmo era posible pasar de las ideas a priori, esto es, los
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nameros naturales, a los racionales. La respuesta la ofrecio Peano en
1889, cuando presentd los axiomas de los nimeros naturales y
definid sus propiedades.

Es clave reconocer que tanto a Cantor® junto a Dedekind y
Frege se les debe la invencion de la teoria de conjuntos, base de las
matematicas modernas. Gracias a las investigaciones de Cantor
sobre conjuntos infinitos, se formaliz6 la nocion de infinito bajo la
forma de los nameros transfinitos (cardinales y ordinales). Eduard
Heine desafié a Cantor a que probara el problema abierto sobre la
unicidad de la representacion de una funcion como una serie
trigonométrica; problema dificil que habia sido abordado por
muchos matematicos como: Heine, Dirichlet, Lipschitz y Riemann.
Cantor resolvio el problema probando la unicidad de la
representacion 1870. Entre 1870y 1872 public varios articulos que
presentaron series trigonométricas, con los que expuso las
ensefianzas de Weierstrass. Se destaca que con los primeros trabajos
que hizo relacionados con las series de Fourier le condujeron al
desarrollo de una teoria sobre los numeros irracionales. En esta
época Cantor mantuvo una correspondencia fuertemente sugestiva
con Dedekind, en la que discutian nuevas ideas y demostraciones
que Cantor elaboraba. Situacion que llevo a que la relacién entre
Dedekind y Cantor tuviera problemas por sus posiciones teérico-
matematicas.

Para 1873 Cantor logré probar que los nimeros racionales
son numerables, es decir, se pueden poner en correspondencia
biunivoca con los nimeros naturales. También probd que los
numeros algebraicos son numerables. Sin embargo, sus intentos por
decidir si los numeros reales son numerables resultaron muy dificiles
para él. Un afio después probo que, en cierto sentido, casi todos, los
nameros son trascendentes, al probar que los nimeros reales no son

7 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), conocido como Georg Cantor, matematico nacido en Rusia,
nacionalizado aleman, de ascendencia austriaca y judia.
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numerables, mientras que los nimeros algebraicos si lo son. Cantor
reveld que aquellos no tienen siempre el mismo tamafio, esto es el
mismo cardinal: por ejemplo, el conjunto de los racionales es
numerable, es decir, del mismo tamafio que el conjunto de los
naturales, mientras que el de los reales no lo es: lo que le condujo a
afirmar que existen varios infinitos, mas grandes los unos que los
otros. Todo este estudio sobre los conjuntos infinitos, fueron
considerados como una locura matemética por su profesor
Kronecker. Sin embargo, Cantor traté durante muchos afios de
probar la hipétesis del continuo, lo que se sabe hoy es, que es
imposible, y que tiene que ser aceptada, o rechazada como axioma
adicional de la teoria. Cantor sistematizd el conjunto R de los
nameros reales y uso el concepto de conjunto abierto. Es el autor del
Principio de los intervalos encajados, creador de ciertos conjuntos
en topologia y en teoria de la mediada.

Kovalévskaya®, matematica y escritora rusa, de etnia
romani, hizo contribuciones demostrativas en andlisis, ecuaciones
diferenciales parciales y en mecénica. Por ser soltera Rusia no le
ofrecio el pasaporte, con el objeto de seguir estudios en el extranjero,
por ello, Kovalévskaya pacté un matrimonio de conveniencia con
Vladimir Kovalevski. Investigé dos memorias sobre matematicas y
una sobre astronomia. La primera sobre ecuaciones con derivadas
parciales, en la que consigui6 corregir y mejorar un resultado de
Cauchy, enunciando y demostrando lo que hoy se llama Teorema de
Cauchy-Kovalévskaya. La segunda un estudio sobre integrales
abelianas, y la tercera explicaba la forma de los anillos de Saturno.
Por estas tres memorias obtuvo el titulo de doctora summa cum laude
en la Universidad de Gotinga en 1874, siendo la segunda mujer en
obtener este titulo en el mundo, a pesar que fue la primera en
obtenerlo en Alemania, Maria Agnesi fue la primera mujer en

80 Soffa Kovalévskaya o Sofia Vasilievna Kovalévskaya (1850-1891), matematica y escritora rusa, de etnia romani
que hizo contribuciones significativas en los campos del andlisis, las ecuaciones diferenciales parciales y la mecénica.
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obtenerlo en Bolonia en el siglo XVI1II. Para este logro fue crucial la
ayuda de Weierstrass quien le busco una universidad que aceptase
doctorar a una mujer, ya que él conocia su trabajo, llegé a mencionar
que cada uno de estos tres trabajos hubiera bastado por si solo para
hacer una tesis doctoral. Este mérito logrado le permitié obtener el
premio Bordin de la Academia de ciencias de Paris en 1888, y el de
la Academia de ciencias de Estocolmo al afio siguiente; que le
permitieron acceder a un puesto permanente como profesora en esta
misma universidad, convirtiéndose asi en una de las primeras
mujeres docentes universitarias en Europa. También participo
activamente en la redaccion de la revista Acta Mathematica, fundada
por Mittag-Leffler.

Sus investigaciones estuvieron centradas en analisis
matematico, sobresalen sus aportes racionados con la rotacion de un
solido y una reduccion del teorema de Bruns. El teorema de Cauchy-
Kovalévskaya también conocido como “teorema de Cauchy-
Kowalevsky es el principal teorema de existencia local y unicidad
para ecuaciones diferenciales analiticas asociadas con problemas de
valor inicial de Cauchy (VON KOWALEVSKY, 1875, p. 25). Este
teorema se relaciona con la existencia de soluciones a un sistema de
m ecuaciones diferenciales en n dimensiones cuando los coeficientes
son funciones analiticas. La demostracion alcanzada del teorema se
extiende en validez para funciones analiticas de variables reales o
complejas en los siguientes términos.

Sea K el campo de los nimeros reales o complejos, y seaV =
K™y V =K™ Sean A,,,A,_; funciones analiticas definidas en
alguna vecindad de (0, 0) en W x V' y tomando valores en las matrices
m x m. Sea b una funcion analitica con valores en V definido en el
mismo término. Entonces hay una vecindad de 0 en W en el que el
problema cuasilineal de Cauchy 9, f = A;(x,f)oy f + -+

Ap_1(x, f)0y . f + b(x,f) con condicion inicial f(x) =0 en la
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hipersuperficie x,, = 0 tiene una solucién analitica Gnica f: W - V
cerca de 0.

La calidad de este teorema le hace extender a espacios
vectoriales abstractos, reales o complejos, de dimension finita, con
n =dimW.Con A44,--+,A,_; funciones analiticas con valores en
End (V) y b una funcion analitica con valores en V, definidas en
alguna vecindad de (0,0) en W xV. El teorema de Cauchy-
Kovalévskaya también se amplia a orden superior en los siguientes
términos:

Si Fy f; son funciones analiticas cercanas a 0,

entonces el problema de Cauchy no lineal 6’;h =
F(x,t,9)h 07h donde j<k y lal+j < kcon

condiciones iniciales B{h(x, 0) = fj(x), donde 0 <

j < k, tiene una solucion analitica Unica cercana a 0.
Esto se sigue del problema de primer orden al
considerar las derivadas de h que aparecen en el lado
derecho como componentes de una funcién con
valores vectoriales (KOWALEVSKY, 1875, p. 29).

En la actualidad existe una amplia generalizacion de este
teorema para sistemas de ecuaciones diferenciales parciales lineales
con coeficientes analiticos; entre ellos, el teorema de Cauchy-
Kovalévskaya-Kashiwara, debido a Masaki Kashiwara en 1983.
Este teorema implica una formulacion cohomoldgica, presentada en
lenguaje de mddulos D. La condicion de existencia implica una
condicion de compatibilidad entre las partes no homogéneas de cada
ecuacion y la desaparicion de un funtor derivado.
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LOS APORTES DE LIPSCHITZ, BOREL, JORDAN Y SU
INFLUENCIA EN EL TRABAJO DE LEBESGUE

Recordado por la condicion de Lipschitz®, una desigualdad
que garantiza una solucion unica a la ecuacion diferencial y' =
f(x,y). A pesar que Peano ya habia dado un teorema de existencia
para esta ecuacion diferencial, con condiciones que garantizan al
menos una solucion. Los aportes de Lipschitz fueron en diversos
temas: teoria de nimeros, teoria de las funciones de Bessel y series
de Fourier, ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, mecanica
analitica y teoria del potencial. Trabajo en formas diferenciales
cuadraticas y la mecéanica. La interpretacion mecanica de Lipschitz
de la geometria diferencial de Riemann llegdé a convertirse en un
paso vital en el camino hacia la teoria especial de la relatividad que
posteriormente presentaria Einstein. Lipschitz demostré que los
enunciados geométricos podian interpretarse como leyes mecéanicas
que permitian profundizar en las oportunas relaciones geométricas
existente entre ellas.

Su trabajo sobre el método de Hamilton-Jacobi para integrar
ecuaciones de movimiento de un sistema dindmico general le
condujo a aplicaciones destacadas en mecéanica celeste. Con relacion
a su dedicacién a la teoria algebraica de nimeros lo llevé a estudiar
los cuaterniones y buscar generalizaciones como las algebras de
Clifford. De hecho, Lipschitz redescubrio las algebras de Clifford y
fue el primero en aplicarlas para representar rotaciones de espacios
euclidianos, introduciendo asi los grupos de Spin, Spin (norte-norte).
La profundizacion de Lipschitz sobre el método de Hamilton-Jacobi,
resultdé ser el limite clasico de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo, y levantd un puente entre la mecénica

81 Rodolfo Otto Segismundo Lipschitz, (1832-1903), nacido en kénigsberg, Prusia Oriental, ahora Kilingrado-Rusia.
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clasicay la mecanica cuantica. Este limite se encuentra cuando h—0.
Se interpreta de forma que, si el cuanto de accidn tiende a 0 porque
el universo es continuo, entonces la mecanica cuantica se convierte
en clésica. Se trata de tomar la solucion de onda plana libre de la
ecuacion de Schrddinger que vincula la funcién de onda y con la
accion S y sustituirla en la propia ecuacién de Schrddinger. El
resultado es directamente la ecuacion de Hamilton-Jacobi para la
particula, lo que conduce a la ecuacién de Schrodinger dependiendo
del tiempo:

2

9 n
lhall}(r,t)—

% VZIIJ(F, t) + le(?, t)

permite la solucion de onda plana normalizada de la ecuacion de
Schradinger:

iST.t)

Y@ ) =e

simultaneamente se van calculando los sumandos, considerando
ignorar en la notacion las variables de 1 partiendo de la aplicacion
de onda plana de Schrodinger.

op _ 105 seo _ios
ot “hace " T Y
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2

vy = v(Lvs =i(v25 + VSV )=iv25 +(Lva
v V) TR Y V=RVt v

al sustitur en la ecuacion de Schrédinger

'h(ias) he .VZS +( VS +V,
M nae?) T amn VS T 5 "” v

05 _ lhv2+ (VA) +V,
at ~  2m vy

que para el limite clasico cuando h — 0, genera el caso particular de
Hamilton-Jacobi para la particula libre en un potencial. Ahora bien
la ecuacion

aS 1
—_— = 2
T 7 (VS)* +Vy,

es el puente entre la mecénica clasica y la mecéanica cuéntica. Esta
naturaleza cuantica aparece plasmada en la constante de Planck h =

6,6x10 — 34 ] -seg. Recordemos que la ecuacion caracteristica de
Hamilton es:

q
W(q,E) = +V2m dq \/E — a sec? (ﬂ) 2,
G0(E) !
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Borel® junto a René-Louis Baire y Henri Lebesgue fue
uno de los pioneros de la teoria de la medida y sus aplicaciones a
la teoria de la probabilidad. En uno de sus libros de probabilidad
introdujo un experimento mental bajo el nombre del teorema de
los infinitos monos. Publico investigaciones sobre teoria de
juegos. Introdujo: una o-"algebra particular de importancia para
la probabilidad moderna. Trabajé el concepto de variable
aleatoria, fundamental en la aplicacion de modelos tanto
estadisticos como estocasticos de diversos fendmenos, donde se
hace necesaria su o-algebra de Borel. Trabajé en series
divergentes, teoria de funciones, probabilidad, teoria de juegos
(de estrategia), su trabajo termino con el teorema de Heine-Borel.
En probabilidad se destaca: o-algebra o o-campo de Borel. Las
leyes cero-uno de Borel-Cantelli. La ley fuerte de los grandes
ndmeros conocida como teorema de Borel.

El teorema del mono infinito afirma que un mono pulsando
teclas al azar sobre un teclado durante un periodo de tiempo infinito
casi seguramente podra escribir finalmente cualquier texto dado. En
este contexto, el término casi seguramente es un término matematico
con un sentido preciso y el mono no es en realidad un animal, sino
es una metafora de la creacion de una secuencia aleatoria de letras
ad infinitum. La o-algebra surgié por el trabajo de algunos
contemporaneos directos entre ellos: George Bolle, Heinrich Heine,
René Baire, y entre los post contemporaneos, su alumno Henry
Lebesgue. Esta c-algebra constituye la base formal de la teoria de
medida y de las medidas de probabilidad, las funciones medibles y
la integral de Lebesgue; asi como las variables aleatorias y sus
momentos, la nocion de longitud, para areas y volumen en R vy el
problema sobre cuéles conjuntos de R se pueden medir en longitud.

82 Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), matemético francés.
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La c-algebra de Borel en R, considera la clase O que retine
todos los conjuntos abiertos de R, con la topologia a usual. La o-
algebra de Borel en R se define como la c-algebra generada por 0,
y se denota por B(R). Esto es a(0) = B(R) Los subconjuntos que
pertenecen a B(R) son llamados conjuntos de Borel o simplemente
borelianos. Algunos ejemplos de conjuntos de Borel en R son: el
intervalo (a, b), con a, b € R. cualquier intervalo abierto pertenece
a la clase O, por tanto, pertenece a B(R). Los intervalos cerrados
[a,b]. Se tiene que [a,b] = {(—x,a) U (b,®)}* y (—x,a)
y (b, ) pertenecen a B(R), luego [a, b] € B(R).

Un c-algebra de Borel en R? y R™ esta determinada si O,
es la familia que retine todos los subconjuntos abiertos de R?, con
la tipologia usual; entonces la c-algebra de Borel en R? es la o-
algebra generada por O,, y se denota como B(R?). Esto es
B(R?) = es a(0,). Otros ejemplos son:

o Six, = (xg,y5) YT > 0, entonces la bola abierta
con centro en x, Yy radio r definida como

B 1) = {(xy) € R: @ =22 + 0 —y0) <7}

es un conjunto en B(IR?). Un rectangulo abierto (a, b)
x (c, d) es un conjunto abierto en R?, por tanto,
pertenece a B(R?). En general, el interior de
cualquier poligono regular pertenece a B(R?).

e Si (x,y) € R%entonces {(x, ¥)} € B(R?)). En

efecto,
1
=2 ((x, y),;>,

neN
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y como B <(x, y),%) € B(R?). Entonces:

1
=)z ((x. y).;) € B(R?) =.

neN

Conjuntos de Borel: la familia M de los conjuntos
medibles contiene a todos los abiertos de R™ y, por tanto, a todos
los conjuntos que sea posible formar a partir de los abiertos
mediante las operaciones: paso a complementarios, uniones e
intersecciones numerables, etc. Todos estos conjuntos
compondrén la familia de conjuntos de Borel. Se expresa como:
sea X un conjunto. Una familia A de subconjuntos de X se dice,
forman una c-algebra si satisface las condiciones siguientes:

1. Los conjuntos ¢ y X pertenecen a A;

2. A escerrada por paso al complementario, es decir
Si B € A entonces B¢ € A;

3. A es cerrada respecto a uniones numerables, es
decir si B, € A, k=1,2,--- entonces U B, €
A.

Procediendo como para la -algebra M, se deduce que si
A es una c-algebra entonces A es cerrada también respecto a las
intersecciones numerables y respecto a la diferencia de conjuntos.
También es extensible para un conjunto B de R™, donde se hacen
equivalentes las siguientes condiciones:

i. Besmedible.
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ii. Paracada € > 0 existe un abierto U o1 B tal que
m* (%) <e.

iii. Para cada € > 0 existe un cerrado F = B tal que
m* (g) <.

. . . « (G

iv.  Existe un conjunto Gs,G O B, tal que m (E) =
0.

v.  Existe um conjunto F,, H = B, tal que m* (%) =
0

Por otro lado, para 1893, Jordan® extendio la integral de
Riemann a funciones de varias variables, definiendo el contenido de
paralelepipedos en R™. En andlisis complejo, el lema de Jordan es
un resultado frecuentemente utilizado conjuntamente con el teorema
de los residuos para evaluar integrales de contorno e integrales
impropias. Plante6 su enunciado en los siguientes términos: sea f una
funcion continua evaluada en el cuerpo de los complejos, definida
en un contorno semicircular Cr = {Re’?: 6 € [0,7]} de radio
positivo R sobre el semiplano superior, centrado en el origen. Si la
funcion fes de la forma f(z) =e'“*g(z), z € Cg, con un
pardmetro positivo a, entonces el lema de Jordan establece la
siguiente cota superior para la integral de contorno:

f(z) dz

Cr

<T[M
=7 R

8 Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), matematico francés, conocido tanto por su trabajo sobre teoria de
grupos, como por su influyente Curso de analisis (Cours d’analyse).
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donde,

max .
Mr = g ¢ [0,n]l9(Re™)]

El mismo resultado es aplicable al semiplano inferior y no al
superior cuando a < 0.

Jordan introdujo significativos conceptos topologicos en
1866, entre ellos, la nocién de homotopia de caminos observando la
deformacion de caminos uno dentro del otro; y la definicion de un
grupo de homotopia de una superficie, aunque no usé explicitamente
la terminologia de grupo. Mostré interés particular en la teoria de
grupos finitos ya que no existia una teoria para estos grupos
convirtiéndose en el primero en desarrollar un enfoque sistematico
del tema. Trabajo que solo fue reconocido cuando Liouville volvié a
publicar la obra original de Galois en 1846, que dio un significado
notable a sus aportes. Para Jordan un grupo era lo que hoy llamamos
grupo de permutacion. Para dar una ilustracion de la forma como
traté de construir la teoria de grupos, hablaremos un poco sobre sus
contribuciones a los grupos solubles finitos. La forma estandar de
definir tales grupos hoy en dia seria decir que son grupos cuyos
factores de composicion, en otras palabras son grupos abelianos. De
hecho, Jordan introdujo el concepto de una serie de composicion,
una serie de subgrupos, cada uno de los cuales es normal en el
anterior, con la propiedad que no se pueden agregar mas términos a
la serie para que conserve esa propiedad.

Aunque la clasificacion de grupos abelianos finitos es
sencilla, la clasificacion de grupos solubles finitos esta mucho mas
alla de los matematicos. Jordan, sin embargo, vio claramente esto
como un objetivo del tema, incluso si no era uno que pudiera
resolverse. Considerd la clasificacion de grupos de movimientos
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euclidianos. Trabajo que le otorgd amplia reputacién internacional
al punto que Sophus Lie y Felix Klein lo visitaron en Paris en 1870
para estudiar con él. El interés de Jordan en grupos de
transformaciones euclidianas en el espacio tridimensional influencio
la obra de Lie y Klein en sus propias teorias de grupos continuos y
discontinuos.

Estudidé grupos de permutacién primitivos y demostrd un
teorema de finitud. Definid la clase de un subgrupo del grupo
simétrico como C > 1 si C era el nUmero mas pequefio tal que el
subgrupo tiene un elemento en movimiento a C puntos. Su teorema
de finitud mostré que dado C solo hay un nimero finito de grupos
primitivos con clase C distintos de los grupos simétricos y alternos.
Realiz6 una generalizacion, al trabajo de Hermite sobre formas
cuadraticas con coeficientes integrales, lo que le condujo a
considerar el grupo lineal especial de norte x norte matrices de
determinante 1 sobre los nimeros complejos que acttan sobre el
espacio vectorial de polinomios complejos en norte x norte
indeterminados de grado metrox metro.

Jordan es recordado entre analistas y top6logos por su prueba
sobre una curva simplemente cerrada que divide un plano en
exactamente dos regiones, ahora Ilamado teorema de la curva de
Jordan. Fue solo su mayor comprension del rigor matematico lo que
le hizo darse cuenta que era necesaria una demostracion de tal
resultado. También origin6 el concepto de funciones de variacion
acotada, lo que llevo a que se le reconociera por su definicion de la
longitud de una curva. Estos conceptos aparecen en su Cours
d’analyse de | 'Ecole Polytechniqu publicado en tres volimenes entre
1882y 1887. Mientras que el teorema de la curva de Jordan aparecio
en latercera edicion que fue publicada entre 1909 y 1915. Para 1882,
cuando se publico el primer volumen, Jordan estaba dando
conferencias en la Ecole Polytechnique y su libro fue escrito como
texto para los estudiantes de esa institucion. Su libro resultd ser un
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poco extrafio ya que es un libro de analisis riguroso construido sobre
los intentos de poner el tema sobre una base firme iniciada por
Cauchy y al que Weierstrass le otorg6 una promocion enorme porque
lo consider6 como importante y preciso. Su trabajo fue compartido
con estudiantes de ingenieria por lo que Jordan considerd que su obra
estaba en un nivel que seria algo inapropiado para esos estudiantes,
ya que Sse menciona que en un comentario suyo con Lebesgue le dijo
que su texto era un curso de andlisis de la Ecole Polytechnique, solo
eso.

Entre las muchas contribuciones de Jordan al analisis
también debemos mencionar su generalizacion de los criterios para
la convergencia de una serie de Fourier. El Jornal de Mathématiques
Pure et Appliquées fue una revista matematica lider y desempefio un
papel muy importante en sus publicaciones y en el desarrollo de las
matematicas a lo largo del siglo XIX. Se le conocia generalmente
como el Jornal de Liouville dado que fue él quien fundo la revista en
1836. Cuando Liouville muere en 1882 Jordan es admitido en la
revista, para 1885 ya se habia convertido en editor del Jornal, cargo
gue mantuvo durante mas de 35 afios hasta su muerte.
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LAS MATEMATICAS MODERNAS
VISTAS DESDE LA FORMALIZACION DE
DIVERSAS RAMAS QUE LA CONFORMAN

Entre ellas: Anélisis Matematico, Anélisis Complejo,
Analisis Funcional, Analisis no estandar, Topologia y Topologia
Algebraica por nombrar algunas, como ramas emergentes de la
formalizacion del Calculo Infinitesimal.

El siglo XX registra dos nuevos avances en el desarrollo del
analisis: la integral de Lebesgue, y el Anélisis no-Estandar de
Robinson. El concepto de integral desarrollado por Cauchy es
aplicado a funciones continuas, generalizadas por Riemann, y a
funciones con cierto tipo de discontinuidades; el espacio de las
funciones integrables no es cerrado bajo los procesos de
convergencia y del limite de sucesiones de funciones, lo que
restringe su aplicabilidad a otras ramas de las matematicas. Basado
en los trabajos del Peano y Jordan, Lebesgue logré definir conjunto
medible y medida que generalizan, en la recta, las nociones de
intervalo y de longitud de un intervalo respectivamente. Con base en
estos nuevos conceptos, Lebesgue introdujo una nueva clase de
funciones llamadas funciones medibles, para las que adquiere
sentido una nueva definicion de integral, definida como el limite de
integrales de funciones que toman valores constantes en conjuntos
medibles. En este sentido, la integral de Lebesgue es una
generalizacion de la integral de Riemann, que se obtiene como el
limite de integrales de funciones que toman valores constantes sobre
intervalos. La clase de las funciones integrables en el sentido de
Lebesgue tiene propiedades 6ptimas para las intenciones del anélisis
matematico, dado que los limites de sucesiones y series convergentes
de funciones de este tipo resultan ser también funciones integrables.
De esta forma, la nueva teoria de la medida e integracion sienta las
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bases para el desarrollo de la Teoria Matematica de Probabilidad y
Estadistica en la ciencia actual.

Con relacién al trabajo de Robinson en 1960, en su libro
Analisis no Estandar, retoma el problema de aritmetizar el analisis a
partir del concepto de nimero y de magnitud infinitamente pequefia.
A partir de construcciones basadas en teoria de conjuntos introdujo
el concepto de numero hiperreal con lo que logra dar un significado
preciso a los “infinitamente pequefios” que Euler usaba en sus
argumentos y demostraciones. Con ello, los procesos de limite y
convergencia del analisis son sustituidos por operaciones y
procedimientos algebraicos en la clase de los nimeros hiperreales.
A pesar que la nueva formulacion de Robinson dio lugar a un calculo
mas simple, la construccion de los nimeros hiperreales resulto ser
muy elaborada.

LOS APORTES DE LEBESGUE

Lebesgue® siguiendo la tradicion de su maestro Borel,
afiadio a la definicion de medida, la nocién de «numerablemente
aditiva» extendiendo la longitud ordinaria de un intervalo a
conjuntos abiertos, basado en la propiedad de que todo abierto es la
union numerable y disjunta de intervalos abiertos, lo que denominé
conjuntos medibles; pero no estudié sus propiedades. Sin embargo,
fue Lebesgue quien analizd de manera rigurosa dichas propiedades
logrando obtener una coleccion especial de «conjuntos medibles» a
la que denomino una o-algebra. La nueva nocion introducida por
Borel fue el marco ideal en el que Lebesgue desarrollé su integral.
Realiz6 un profundo estudio a la integral de Riemann, encontrando
que esa integral posee limitaciones. Como respuesta, emergio la

84 Henri Léon Lebesgue (1875-1941), matematico francés.
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integral de Lebesgue en 1901, mas amplia que la de Riemann, cuyo
desarrollo se sustenta, sobre la nocion de medida similar a los
antiguos griegos. En 1904 definié las funciones medibles como
aquellas que permiten desarrollar una teoria de integracion mucho
mas amplia y satisfactoria que la Teoria de Integracion de Riemann.
El camino que lideraron Riemann, Darboux y Lebesgue en la
construccién de un calculo mas profundo y riguroso, establecio las
condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad, no solo
en el sentido de Riemann, para funciones acotadas, sino también por
una generalizacidn significativa de la integral de Riemann.

El nombre de Lebesgue esta asociado a un determinado
ndmero de resultados considerados como fundamentales en
matematicas superiores, entre ellos: a) El teorema de la curva de
Jordan: un resultado topolégico recogido en andlisis complejo. El
teorema indica que toda curva cerrada simple del plano lo divide en
dos componentes conexas disjuntas que tienen la curva como
frontera comun. Una de estas componentes esta acotada, el interior
de la curva, y la otra es no acotada y se le llama exterior. El teorema
fue demostrado por Oswald Veblen en 1905. Una generalizacion del
teorema se conoce como teorema de Jordan-Schonflies. A pesar de
su simplicidad, el teorema requiere herramientas muy técnicas para
demostrarlo. Por otro lado, el teorema no necesariamente es valido
en cualquier superficie. Por ejemplo, aunque es valido en el plano, o
la esfera, no es valido en el toro. b) La forma candnica de Jordan en
algebra lineal, que no es otra cosa que la forma de la matriz de un
endomorfismo de un espacio vectorial en cierta base asociada a la
descomposicion en suma directa de subespacios invariantes bajo
dicho endomorfismo. Dicha forma canonica consistird en que la
matriz estard formada por “bloques de Jordan” en la diagonal y
bloques de ceros fuera de ella. ¢) El teorema de Jordan-Holder
resultado de unas series de composiciones. d) El lema de Jordan
ofrece una forma sencilla de calcular la integral a lo largo del eje real
de funciones del tipof(z) = €' 22 g(z) que sea holomorfas en el
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semiplano superior y continuas en el cierre del semiplano superior
excepto en un numero finito de singularidades fuera del eje real z1,
22, ..., Zn. Considera el contorno cerrado C que es la concatenacion
de los caminos Cy y Cp, en topologia, el teorema de la curva de
Jordan establece que:

b roa=| r@as+ [ e
C Cy

Cy

al considerar que el camino C es el encadenamiento de los caminos
C,y C,. Dado que en C, lavariable z € R, la segunda integral es
real,

R
f(z)dz=f f(x)dx.
Cz -R

el lado izquierdo puede ser calculado usando el teorema de los
residuos para obtener, para todo R mayor que el
maximo de |z4|,1z,|, -+, |z, |,

dz=12mi ) R , Z1),
. f(z)dz mel es(f,zy)

donde Res(f, z;) denota el residuo de f en la singularidad z;. De
ahi que, si f satisface la condicion
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hm MR == 0,

R—oo

al tomar el limite cuando R tiende a infinito, la integral de contorno
sobre C; se anula por el lema de Jordan, y obtiene el valor de la
integral impropia:

f(x)dx = 2mi ) Res(f,z,) 2.

Es necesario recordar que una vez construido el cuerpo R,
fue Hilbert quien afirmé que para trabajar era mas comodo dar sus
propiedades de forma axiomatica, ya que se sabian construir, que
seguir el camino que lleva de N a R. Asi, dio un sistema de axiomas
en 1899, divididos en cuatro grupos: Axiomas de conexion. Axiomas
de calculo. Axiomas de orden. Axiomas de continuidad. Aclar6 que
no eran un sistema independiente y que era preciso probar su
consistencia, con lo que, desde el punto de vista matematico, el
objeto existe. De cualquier modo, el punto de vista axiomético
tampoco fue generalmente aceptado, ya que muchos prefirieron el
punto de vista constructivo mostrado por Lebesgue.

El desarrollo y uso del calculo infinitesimal ha tenido efectos
importantes en casi todas las areas de la vida moderna, ha sido
fundamento para el calculo numérico aplicado en varios campos
técnicos y/o cientificos cuya principal caracteristica ha sido la
continuidad de sus elementos, en especial en fisica. Con su extension
al analisis numeérico, practicamente ha influido a todos los
desarrollos técnicos modernos como la diversidad de ingenierias,
medicina, biologia, meteorologia, por nombrar algunas. Con
relacién a los sistemas teoricos o fisicos cuyos elementos carecen de
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continuidad, se ha desarrollado una rama especial conocida como
Matematica Discreta. El calculo de integrales de tipos especiales
conllevo al descubrimiento de una serie de resultados de la teoria de
las funciones especiales como, las funciones beta y gama expresadas
como:

Funcion Beta 8(a, b) = fol x% (1 —=x)""Tcona > 0,b > 0.

Funcién Gamma I'(a) = [;"e~*x% 1 cona > 0

I['(a+ 1) = al'(a)con a > 0, si es un numero natural, entonces:
(la+1)=al(@)=a(a—DI'(a—1) =+--all(1) = a!

La teoria de integracion de Lebesgue como ya se menciond
antes, introdujo una nueva integral que trajo mas funciones
integrables, pero no sélo eso: la identificacion de funciones que
coinciden en casi todo punto sugirié una nueva manera de comparar
la suma de la serie y la funcion de partida, aspectos que podrian no
coincidir en todos los puntos, pero quiza la discrepancia es sélo en
un conjunto que llamemos pequefio, esto es, de medida nula.
Resultados que logra a partir de los aportes de Borel y Jordan a la
teoria de la medida en 1901. Con la definicién de la integral de
Lebesgue, se generaliza la nocién de la integral de Riemann
extendiendo el concepto de area bajo una curvapara incluir
funciones discontinuas, trabajo reconocido como uno de los logros
del andlisis moderno que expandié el alcance del anélisis de Fourier,
para 1904 Lebesgue presentd una discusion sobre las condiciones
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que Lipschitz y Jordan habian utilizado para asegurar que f(x) es la
suma de su serie de Fourier. Sus trabajos aportaron en ramas como
la topologia, teoria del potencial, analisis de Fourier, problema de
Dirichlet, célculo de variaciones, teoria de conjuntos, teoria del area
de superficie y teoria de la dimension.

En 1922 publicd Notas sobre Trabajos Cientificos (Notice
sur les travaux scientifique), lo destacado es que para esta fecha ya
tenia publicados al menos 90 libros y diversos articulos. En este
trabajo de noventa y dos paginas proveyo un analisis del contenido
de sus articulos. Lebesgue, (1920, p. 260) expreso: “Reducida a
teorias generales, las matematicas serian una forma hermosa sin
contenido. Moririan rapidamente”. Lo que permite inferir que él
considerd que su trabajo era una generalizacion, y era temeroso de
las mismas. Sin embargo, desarrollos posteriores demostraron que
su temor no tenia fundamento, lo que permite entender el curso que
siguid su trabajo. Con relacion a la teoria de la mediada traté de
definir rigurosamente la longitud de un subconjunto de R, asi como
el area de un subconjunto de R?, el volumen de un subconjunto de
R3y, de manera mas general, la medida N-dimensional de un
subconjunto de R™, con N € N arbitrario. Este trabajo es reconocido
como revolucidn en el Anélisis Matematico cuyo desenlace fue la
teoria de la medida y el nacimiento del Analisis Funcional, e incluso
de la Topologia General.

Se debe considerar que el uso del infinito es un elemento
imprescindible para estudiar la medida de Lebesgue; por ejemplo, la
longitud de un subconjunto de R podra ser un namero real no
negativo, pero hay conjuntos que deben tener longitud infinita, como
el propio R, o cualquier semirrecta. Es por ello que se debe afadir a
]R-(I; un nuevo elemento, denotado por o, obteniendo asi el conjunto
[0, ] = R}
mas, para el que, se hace necesario dar al conjunto anterior una

U {oo}. La idea es usar «o como un niimero positivo
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estructura de orden, topoldgica y algebraica, que extiende a las

+ I .
usuales de R 0’ mejorandolas en algunos aspectos. Convendra eso
si, prestar atencion a los casos contados en que, manejar a c© como
un ndmero positivo mas, pueda conducir a error. Primero, se

extiende el orden usual de ]R;l)_ definiendo: x < oo,V x € [0, ].

Queda claro que, de esta forma, [0, o] se convierte en un conjunto
totalmente ordenado, cuyo maximo es o« y cuyo minimo es 0. De

hecho, es facil comprobar que el orden de ]ng ha mejorado al pasar

a [0, =], en el sentido que: Todo subconjunto no vacio de [0, oo] tiene
supremo e infimo. Notese que cuando, para un conjunto no vacio
A C [0,00], se escribe supA < oo, esto es co & A y que, A esta
mayorado en el sentido usual, como subconjunto de R.

Miremos con atencion la topologia de [0, «], que es posible
Ilamar usual y se describe de varias maneras. Por una parte, se trata
de unatopologia de orden, que puede definirse en cualquier conjunto
totalmente ordenado. Los abiertos de [0, o] son las uniones
arbitrarias de intervalos abiertos, que pueden ser de tres tipos, con
a,B € [0, oo]:

e [0,8[={x€[0,00]:x <B}
e Ja, o] ={x€[0,w]:a<x}
o Ja,fl={x€[0,o]:a<x<p}

Estos conjuntos forman una base de la topologia de [0, ],
que da lugar a una base de entornos de cada punto. Para cada x € R*,
la familia {]x —&,x + €[: 0 < &€ < x} es base de entornos de X,
mientras que { [0, &[: € > 0} es base de entornos de 0. Vemos asi que

[0, o] induce en ]R-(I)_ la misma topologia que R. Finalmente, la

312



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

familia{ Ja, «]: @ € R*} es base de entornos de . Por tanto, si x,, €
[0, o] para todo n € N, se tiene {x,} — oo, si, y solo si, para todo
a € R* existe m € N tal que x, > a para n = m. Cuando x,, <
oo paratodo n € N, esto equivale a que la sucesion de numeros reales
{x,} diverja positivamente, como se esperaba =.

Ahora bien, al mantener fijo N € N y denotado por P (R") al
conjunto de todos los subconjuntos de R™. Todo lo que haremos
depende de N, aqui se olvida esta dependencia, para evitar que N
tenga que aparecer constantemente, complicando la notacién. Para
n € N sera atil escribir A,={k € N:k <n}. Dado k € Ay,
denotado por m,: R™ - R a la k-ésima proyeccién coordenada en
RY, es decir, por m,(x) = x(k) V x € R". Cabe preguntarse ¢cual
debe ser la longitud de un intervalo acotado en R, el &rea de un
rectdngulo, o el volumen de un ortoedro?, lo que conduce a las
siguientes definiciones.

Un intervalo en RY sera un producto cartesiano de intervalos
en R, y se denota (J al conjunto de todos los intervalos acotados en

RY, entendiendoque ® € J.Paral € {T‘Z}y cadak € Ay, esclaroque

;. (I) es un intervalo no vacio y acotado en R. Esto permite definir
la medida elemental del intervalo I como el nimero

N
M(I) = n(supnk(l) —inf nk(l))
k=1

naturalmente se define M(@) = 0. Lo que permite obtener una
funcion M: J - ]R-(I)_ que se define como la medida elemental de
intervalos acotados.
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Se observa que la idea clave de Lebesgue consistio en usar la
funcién M para estimar por exceso la medida de cualquier conjunto
E c RY. Para ello, considerd un recubrimiento numerable de E por
intervalos acotados, esto es, una sucesion {In} en J tal que:

E c Uln
n=1

tales recubrimientos existen. Por ejemplo,

oo

EcRN = U[—n,n]N.

n=1

Intuitivamente, la medida de E deberia ser menor o igual que

i M),

pero igual de meritorio es que, eligiendo de forma adecuada la
sucesion {In}, esta suma pueda aproximarse a la medida de E tanto
como se quiera. Situacion que motiva la definicion de medida
exterior de Lebesgue como la funcion A*: P(RM) - [0, o] definida
por:
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A*(E) = inf {Z M(): e J VvneN, Ec U 1n} VE € P(RV)
n=1 n=1

para cada conjunto E € P(RN), se dice también que 1*(E) es la
medida exterior de E 2.

Lebesgue define que el conjunto E € P(RY) es medible
cuando verifica la siguiente condicion:

AW = (W N E) + 1 (g) VW e P(RY), [+1],

denota por M a la familia de todos los subconjuntos medibles de RV,
Observaque,siE € My F € P(RN) verificanque E N F = @, toma
W = E UF en [ 1] para obtener A*(E U F) = A*(E) + A*(f), luego
se limita a trabajar con conjuntos medibles. Por lo que la medida de
Lebesgue en RY es la restriccion de la medida exterior de Lebesgue
a la familia de los conjuntos medibles, esto es, la funcion A: M —
[0, 0] definida por: A(E) =A*(W), VE €M [*2], para cada
E € M dice simplemente que A(E) es la medida de E 2.

Con relacion a la integral de Lebesgue es sabido ya que a
finales del siglo XIX era claro que la integral de Riemann tiene
significativas  limitaciones, por ejemplo, su insuficiente
comportamiento con ciertos procesos de convergencia. Esta y otras
limitaciones obligaron a realizar nuevos intentos de construccién de
otras integrales. Los aportes realizados por Jordan, Borel, Young en
esta direccion solo se culminaron con Lebesgue. Recordemos que el
conjunto de funciones integrables es relativamente pequefio: Hay
funciones sencillas que no son integrables. Por ejemplo,
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1) la funcion de Dirichlet, flx) =
{ 0 sixesracional

) ) ) no es integrable.
1 si x es irracional

2) Su extension a varias variables tiene algunas
dificultades.

Lo importante aqui es que ambos problemas estan
intimamente relacionados con el hecho de ampliar el concepto de
medida a otros conjuntos de ndmeros reales no necesariamente
intervalos y por extensién a otros subconjuntos de R™. Las
cuestiones pues a resolver son varias: ¢qué conjuntos se pueden
medir?, ;como medirlos?, ¢;qué funciones se pueden integrar? y
¢como hallar su integral? en busca de solucion a estos interrogantes
primero define cuéles conjuntos son “medibles”. Define: Dado I un
subconjunto de R™ un intervalo (respectivamente acotado), si existen
I, 1, -+, I, intervalos acotados, de nimeros reales tales que I = I -
I, - -+ - I,. A partir de esto adhiere nuevos conjuntos: menciona que
una familia A de subconjuntos de R™ es una o-algebra si:

i) R"€ A,
ii) Si {A4,} es una sucesion en A, entonces U,ey An €
A,y

iii) Si A € A entonces R*\ A € A.

Por otro lado, define, si S es una familia de subconjuntos de
R™, entonces existe una menor c-algebra en R™ conteniendo a S, que
denomina la o-&lgebra engendrada por S. Considera la c-algebra
engendrada por la familia de conjuntos de intervalos acotados,
familia que llama o-algebra de Borel, notada B, mientras que a sus
elementos los llama borelianos. Para hacernos idea de lo grande que
es esta familia se debe tener en cuenta que todos los conjuntos
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abiertos son borelianos. Para mirar ain mas su dimension, obsérvese
que los conjuntos que resultan de la interseccion numerable de
abiertos (conjuntos tipo Ggs), no necesariamente abiertos, y los
conjuntos que resultan de la unién numerable de cerrados, conjuntos
tipo Fs, no necesariamente cerrados, son también conjuntos
borelianos. Una vez elegida la familia de conjuntos medibles asigna
una medida denotada como A y la que llama medida de Borel-
Lebesgue, en los siguientes términos: para cada A € B, la medida A,
mediante:

[oe]

A(4) = Inf {z v(l,);AE U I,, I, intervalo acotado, Vn € N .
neN

n=1

Conocia que existen conjuntos A borelianos de medida cero,
A(A) = 0, que contienen subconjuntos no medibles. Adhiere a la o-
algebra de Borel estos subconjuntos. Considera como M la minima
o-algebra que contiene simultdneamente a la o-algebra de Borel y a
todos los subconjuntos de los elementos de ésta que son de medida
nula. Sus elementos los denomina conjuntos medibles-Lebesgue o
simplemente medibles. Los conjuntos medibles los representa por E
= A U N, donde A es un boreliano y N es un subconjunto de un
boreliano de medida nula. Por lo que ahora es posible definir una
nueva medida, que nota equivalentemente A y que llama medida de
Lebesgue; viene dada por A(E) = A(A) siempreque E=AUN,y
A(N) = 0.

La riqueza de estas construcciones es que permiten definir
los tipos de funciones que se pueden integrar. Indica que una funcion
f:R™ - R se llama medible si f~! € M para todo intervalo abierto
I. Como ejemplos de funciones medibles menciona: las funciones
continuas, funciones iguales a una funcion continua y las funciones
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caracteristicas de los conjuntos medibles. Aqui se recuerda la
definicion de funcidn caracteristica: si A es un subconjunto de R™,
se llama funcion caracteristica de A, X, a la funcién X,: R™ — R,
definida por:

_(1six€eA
XA(’C)‘{O sixe A

Para evaluar la integral define: Sea E € R" y sea f:E —
Rd(l)_' Representa como G(f) a la gréfica de dicha funcion, esto es,

G(f) = {(x, f(x)); x € E}y por R(f) al recinto determinado por su
graficay larecta y =0, esto es, R(f) ={(x,¥);x €E, 0<y<
f(x)}. Es sabido que si E es un conjunto medible entonces G(f) y
R(f) son dos conjuntos medibles en RV*1 y 2(G(f)) = 0. Nétese
que, dado que A(G(f)) =0, si las desigualdades estrictas que
definen el conjunto R(f) se pueden sustituir por igualdades.

Sea E € R™ medibley sea f: F — R—g una funcion medible.

Define la integral de f en E como la medida del recinto R(f), esto
es,

[ rar=aw)
E

ademas, aclara: dada una funcion medible f: E — R, se dice que f
es integrable en E si:
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fE |fldA < o0

en tal caso se define la integral de f por

L fdA =L f+d,1—jE fda,

donde f* = Max {f,0} y f~ = Max {—f, 0}, nétese que ambas
funciones son medibles positivas. Dicha integral recibe el nombre de
integral de Lebesgue de f en E. Nota L(E) al espacio formado por
las funciones medibles que son integrables en E, esto es

L(E) ={f:E—>]R medible;f |f] d/1<00} A,
E

Sealey (2006) indica que al tratar de hacer una
“comparacion” con la integral de Riemann se observa que si f €S una
funcién acotada definida sobre el intervalo [a, b] sobre la recta
numérica. Para cada particion de dicho intervalo en subintervalos por
medio de los puntos xg, xq, X3, **+, X, talesque a < xy < x; < -+ <
X, = b. Ahora, formemos las sumas de Riemann:

n n
s = Z m;(x; — X;—1), S= Z M;(x; — xi—4),
i=1 i=1
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donde m; y M; representan respectivamente el infimo y el supremo
de los valores de f sobre el intervalo J; = [x;_4, x;]. Lafuncidn f es
Riemann integrable sobre [a, b] si para cada € > 0, existe una
particion del intervalo, tal que S —s < ¢; y en tal caso, el limite
comun de las sumas cuando max[x;_q,x;] — 0[* 1], se llama la
integral de Riemann de f sobre[a, b] y se denota por el simbolo:

b
(m=ff@M%

para distinguirla de la integral en el sentido de Lebesgue de f sobre
[a, b], representada por:

j?mw.

Si la funcidn acotada f es Riemann integrable sobre [a, b],
entonces f también es integrable en el sentido de Lebesgue v,
ademas,

L@mm=m%}mw.

Para demostrarlo, comencemos observando que las sumas
notadas en el parrafo anterior como [* 1] son las integrales en el
sentido de Lebesgue de las “funciones escalonadas”
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n n
0 = ) mXJi(), P = ) M X0,
i=1 i=1

que verifican las relaciones ¢ < f <1 con excepcion de un
conjunto finito. Por consiguiente, si f es integrable Riemann sobre
[a, b], para cada entero positivo K, existen funciones escalonadas ¢y

Y Yy, tales que ¢, < f < P y, ademas,
b 1
f (WYr — i) < =
a
las funciones borelianas

90 = "o, 1@ ="

verifican las relaciones g < f < h con la posible excepcion de un
conjunto numerable, ademas, para cada k, 0 < h— g < Y, — @y,
de donde:

fab(h—g)gfab(gbk—gok)<%_

Luego, la funcién no negativa h — g tiene integral nula sobre
[a,b]y, por tanto, g = f = h en casi todo punto, de donde se sigue
que f es medible. Puesto que, para cada indice k,
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y en virtud de la definicion de integral de Riemann,

fabq)ksm)ffsfwk

se sigue que:

]abf—m)f:f

y la igualdad del enunciado se obtiene haciendo que k tienda a
infinito £.

Actualmente en la teoria de la transformada de Fourier se
trabaja desde la integral de Lebesgue y es usada la forma compleja.
Desde el punto de vista de las matematicas modernas, la integral de
Lebesgue reserva explicaciones en las pruebas porgue tiene acceso a
resultados poderosos y mas sencillos de aplicar, ejemplo: el teorema
de convergencia dominada y el teorema de Fubini, por nombrar
algunos. Las dificultades de definicion de la transformada de Fourier
para funciones no integrables requieren recursos de andlisis no
elemental, que se adaptan mejor a la integral de Lebesgue y facilitan
comprender la manera en que la transformada de Fourier se usa en
el mundo real. La adaptacion al calculo numérico exige el uso de una
version discreta con técnicas de tipo algebraico. También se observa
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como el algoritmo de la transformada rapida de Fourier permite
simplificar calculos numéricos en determinados casos.

ANALISES FUNCIONAL DE DAVID HILBERT

Hilbert realiz6 avances significativos en casi todas las ramas
de las matematicas. Inicialmente se dedicé a la teoria de nimeros,
cuyo estado resumié en su obra Zahlbericht (Comentario sobre los
numeros, 1897), trata sobre teoria algebraica de nUmeros y presenta
una sintesis del trabajo de Kummer, Kronecker y Dedekind, pero
enriquecido con sus propias ideas. En lo relacionado con la
fundamentacion de las mateméticas hizo esfuerzos en fijar un
numero minimo de términos y definiciones basicas sin identificar y
de éstas deducir rigurosamente la estructura matematica completa
definiéndola de forma axiomatica, una forma similar a la de Peano,
por ello, son conocidos como creadores de la ciencia axiomatica.
Intenté formalizar la Aritmética sobre una base logica consistente,
sin contradicciones, y completa, donde siempre se pueda probar si
una afirmacion es verdadera o falsa. Su intento no fue posible, pocos
afios después Kurt Godel demostro que es imposible conseguirlo. Sin
embargo, los esfuerzos de Hilbert pusieron las matematicas sobre
unas bases rigurosas. Otro logro importante fue la resolucién del
problema de Dirichlet.

Con relacion a sus trabajos en geometria euclidea hizo un
estudio sistematico de sus axiomas, lo que le llevd a proponer 21
axiomas a los que analizo su significancia. Luego de esto puso de
manifiesto que Euclides no habia partido de conceptos patentes y que
habia supuesto muchas cosas sin especificarlas. Para 1899 publico la
obra Fundamentos de Geometria (Grundlagen der Geometrie), en la
que por primera vez expuso los 21 axiomas. Posteriormente se
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dedicé a las ecuaciones integrales, transformando el Analisis
funcional en una Algebra de infinitas dimensiones.

Durante el siglo XIX surgieron varias ecuaciones integrales,
a pesar que su origen parece algo dificil de rastrear a inicios de este
siglo, es Bois Raymond en 1888 quien sugiere este nombre e invita
a la comunidad matematica a desarrollar una teoria general que las
abarque. Para el efecto Roux y Volterra obtienen los primeros
resultados generales al probar teoremas de existencia y unicidad para
ecuaciones integrales de la forma:

f kGo OF (©dt = g(x)

para la incognita f, donde k y g se definen sobre un intervalo [a, b]
con g(a) = 0 y toma la integral sobre un intervalo variable [a, y].
En uno de los trabajos de Volterra hace notar la semejanza de la
ecuacion integral considerada, con un sistema de ecuaciones lineales
con matriz de coeficientes triangular sustituyendo la integral por sus
sumas de Riemann. Para 1890 Fredholm usando este tipo de
resultados demuestra que el problema de Dirichlet tiene solucién
Unica para todo dominio acotado del plano con frontera
suficientemente regular. De forma similar establece una analogia
entre las ecuaciones integrales de segundo tipo con intervalo de
integracion fijo.

En este contexto surgen los espacios de Hilbert como una
generalizacion de los espacios euclideos y las matrices infinitas,
utilizadas posteriormente por Werner Heisenberg y Max Born para
el desarrollo de una de las formulaciones, fundamentales de
la Mecéanica cuantica. Aplicé su trabajo sobre ecuaciones integrales
a la teoria cinética de los gases y encontr6 una solucion a la ecuacion
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de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Aqui es necesario recordar
que con los resultados de Fredholm, Poincaré y Schwarz, es que
Hilbert en 1904 prueba la conjetura de Poincaré y reexamina la
ecuacion:

b
f@)+4[k@xﬁaﬁu=ga>[ﬂ

Ilevandola a un marco mas general cuando el nicleo k es continuo y
simétrico, esto es: k(x,t) = k(y,x). Al igual que Poincaré, ve la
analogia con las matrices simétricas usadas en algebra lineal; lo
extiende a formas cuadraticas y muestra que la teoria de Fredholm
se simplifica en contexto. Elementos que le permiten, en el mismo
afio, publicar otros articulos en los que aplica estos resultados a
problemas de contorno en ecuaciones diferenciales y a la teoria de
Sturn-Liuville. Para 1906 Hilbert extiende las ecuaciones integrales
hacia una teoria general de formas bilineales y cuadraticas continuas,
que particularmente, son aplicadas a ecuaciones integrales asociando
a toda pareja de funciones fy g continuas en [a, b], el escalar:

b
(ﬁw=ff@M®M&

e introduce la nocion de sistema ortogonal completo de funciones
como una sucesion {y,,} de funciones continuas en un intervalo real
[a,b] tal que (Y, Y;m) = 6pm Y Que cumple con la relacion de
completitud
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(F.9) = D (.9 (9,)
n=1

para todo para de funciones f y g continuas en [a, b]. Prueba que si
{Yn}, es uno de tales sistemas, por ejemplo, el sistema
trigonométrico, f es una solucion de la ecuacion marcada con [] en
la pagina anterior, con 1 =1 considerando los coeficientes de
Fourier

b b
kpq:L Lk(x;}’)llip(x)lliq(y) dx dy

b, = (g, lpp)
Xp = (f' 1/’29)'

Los {x,} satisfacen el sistema infinito:
Xp = Z kpqxn = bp' p=1,2- [*«]
n=1

y la desigualdad de Bessel obtiene que:

k? =< oo, Zb < o0 Zx < 0.
2,2 K P77 L

p=1q=1 =1
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reciprocamente, si {x, } satisfacen

(o]
2
x_ < oo
p
p=1
como solucion la ecuacion marcada [*x]. Por tanto, la serie:

S [ e ywnray

n=1 a

converge absoluta y uniformemente; al igual, define una funcion
continua u(x). Entonces, f = g — u y satisface (f,¥,,) = x, y f s
solucidn de la ecuacion [x], lo que conduce a Hilbert a considerar la
forma cuadrética general

Q) = Z Z kpaXpXq, Kpq = kep,

p=1q=1

donde,
<
n

p=1
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Cabe aclarar que en todo este desarrollo estd implicito el
espacio #2 real, por analogia con R™ e introduce la distancia

1

d(x,y) = (20« - yn>2)

extensible para funciones de #2en R a las nociones de continuidad y
limite. Nota que la bola unitaria de #? no satisface el teorema de
Bolzano-Weierstrass, e introduce el equivalente a la nocion actual
de topologia débil en #2, que permite extraer sub-sucesiones
débilmente convergentes de sucesiones acotadas. Método conocido
como principio de seleccion de Hilbert. A partir de entonces, la
escuela de Hilbert junto al algebra del infinito, se convierte en la
geometria del infinito, tanto que a partir de 1906 Schmidt y Fréchet
de forma independiente trasfieren a la situacion considerada por
Hilbert toda la terminologia de la geometria euclidiana. Donde las
sucesiones x = (x,,) tales que:

F e
n
n

son los puntos, o vectores, del espacio de Hilbert £2. Para los puntos
x,y el nUmero

(x,y) = Z XnYns

n

328



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

donde la serie es automatica y absolutamente convergente, es su
producto escalar y

1 2
Iell = (e = | D

n

es la norma que verifica la desigualdad triangular ||x + y|| < ||x]|| +
llv|l, asi como la desigualdad de Cauchy-Schwarz |(x,y)| < ||x]| -

Iyl

Con relacion al Analisis Funcional, nombre asignado hacia
1912 por J. Hadamard, se conoce como la rama de las matematicas,
especificamente del analisis, que trata del estudio de espacios de
funciones que tiene sus raices histéricas en el estudio de
transformaciones como la transformada de Fourier, el estudio de las
ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales. Es clave recordar
que la palabra funcional se remonta al calculo de variaciones,
aplicado a una funcioén cuyo argumento es otra funcion, trabajo
atribuido desde la segunda mitad del siglo XIX, a Johan Bernoulli,
Euler y Volterra en las que la incognita era una funcion o curva, y
para cuya resolucion era conveniente tratar con funciones que
dependian de curvas. Inicialmente se considerd el analisis funcional
como el estudio de los espacios vectoriales normados
completos sobre los reales o los complejos. Estos espacios son
conocidos como espacios de Banach. Un ejemplo es el espacio de
Hilbert, donde la norma surge de un producto escalar. Estos espacios
son importantes en la formulacion matematica empleada en
mecénica cuantica.

La evolucion del Andlisis Funcional durante el siglo XX,
ayudado por el avance del Andlisis Clasico y la Topologia, ha
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determinado un grado creciente de abstraccion que ha desembocado
en que el objeto de esta disciplina sea el estudio de espacios
topoldgicos, es decir, donde se ha definido alguna estructura que
define la “cercania”, que al mismo tiempo disfrutan de algun tipo de
estructura algebraica. En las matematicas actuales, el analisis
funcional incluye el estudio de los espacios de Fréchety otros
espacios vectoriales localmente convexos y aun topolégicos. Entre
los objetos de estudio en analisis funcional estan los operadores
lineales continuos definidos en los espacios de Banach y de Hilbert.
Estos conducen naturalmente a la definicion de C* algebra y otras
algebras de operadores. Un curso moderno de Analisis Funcional
frecuentemente comienza con el estudio de los espacios vectoriales
topoldgicos, continta con los espacios lineales métricos, sigue con
los espacios normados y concluye con los espacios prehilbertianos.
A los estudiantes se les recomienda tener cierta familiaridad con la
teoria de funciones de una y varias variables reales, incluyendo
sucesiones y series, diferenciacion total y parcial, integracion de
Riemann y de Lebesgue, asi como con rudimentos de Algebra Lineal
y de Andlisis de Fourier.

Dentro de la familia de espacios vectoriales dotados de una
estructura métrica, los espacios de Hilbert son los que generalizan
cualquier dimensién del espacio euclideo R™ que dan lugar a la
obtencidon de una estructura sencilla para las aplicaciones lineales y
continuas sobre un espacio de Hilbert con valores en el cuerpo de
escalares, y a una introduccion natural a las series de Fourier
abstractas. Los espacios de Hilbert pueden ser clasificados
totalmente: hay wun espacio Unico de Hilbert mddulo
isomorfismo para cada cardinal de la base (hilbertiana). Puesto que
los espacios de Hilbert finito-dimensionales se entienden
completamente en algebra lineal, y puesto que los morfismos de los
espacios de Hilbert se pueden dividir siempre en morfismos de
espacios con dimensionalidad alef-0 »(0) y sus morfismos.
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La definicion de un espacio de Hilbert es dada en los
siguientes términos: Un espacio prehilbertiano (X, (-,-)) tal que es
completo respecto a la norma ||x|| = +/x, x se denomina espacio de
Hilbert. Esta definicion es soportada por el siguiente teorema: sea
(€%, IIll2), donde:

2

(o]
lelle = { el
k=1

es un espacio de Hilbert. La demostracion esta dada en los siguientes
términos:

sea (x™),y Una sucesion de Cauchy en £2. Como
|xm xn
k k

< ||x™ —x™||,,keN , concluye que

(x™)nen €5 de Cauchy en K, y por ser K un espacio
. n

completo lim x, = x;, paracadak e N. Vemos que

n—-oo

x™ converge ax = (xq,%x,,+) Yy x € £2.

Dado € > 0, existe 0 € N talque

[e0]
n m)? 2
Z|xk—xk| =||x"—xm||2<ez, n,m = ng.

fija N € N. En particular:

N
Z|n_ m|2< 2
X =Xy £

k=1
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pasa al limite cuando m tiende a infinito y tiene que:

N
n mp@2 _
|xk—xk| <eg4, n=ng

k=1

toma supremos en N y concluye que ||x™ — x||, < € para n = n,.
Lo que significa x™ — x. La desigualdad de Minkowskyi implica
que:

1
2

N|=

DI}

k=1

N
2
+ (Z [ 70 ) <&+ |||

k=1

toma el limite cuando N tiende a infinito para concluir que x € 2 2

Se aclara que C([0,1]) es el espacio de las funciones
continuas no es un espacio de Hilbert respecto al producto escalar
en los siguientes términos: Sea C([0,1]) el espacio de las funciones
continuas en [0,1] con valores en R. Entonces C([0,1]) no es un
espacio de Hilbert respecto al producto escalar:

(f,g) = j F(©Og(0de.

lo demuestra indicando: sea,
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(0 0< t<;
1 1 11
1 Tilcr<t
2 n

como0 < f,, <1,setieneque param =>n

1 Tt
”fn _fmllg = -[O |fn(t) - fm(t)lz dt = L |fn(t) —fm(t)|2 dt < %,

que le permite concluir que {f,,} es una sucesion de Cauchy. Supone
que existe fe C([0,1]) tal que lim||f,, — fll, = 0. Implica que:
n

1.1
>+

f fu(O) - FOI? = flf(t)lszz ﬁlfn(t)—f(t)lzdwf 11— FOI? dt.

1 1
2

3=

toma el limite cuando n tiende a infinito y concluye que:

f|f(t)|2dt+ fu —F©)2dt = 0.
0 2

1 . .
1,y para > < t < 1. Como consecuencia f no es continuaen t =

Como f es continua entonces f(t) = 0; 0 <t <y f(t) =
1
2
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En términos de las mateméticas modernas, es clave reconocer
que los espacios de Banach generales son mucho mas complicados
que los espacios de Hilbert. Dado que un espacio de Banach es un
espacio vectorial, una base es un sistema de generadores linealmente
independiente. Este concepto, cuando la dimension no es finita, suele
carecer de utilidad; lo sustituye el de conjunto fundamental. Un
conjunto de vectores es fundamental si la clausura topologica del
subespacio vectorial que engendra es el espacio completo. Dado que
un vector pertenece a su clausura topoldgica si es el limite de una
sucesion de vectores del subespacio vectorial engendrado, se
descubre que, en caso de disponer de un conjunto fundamental, es
posible poner todo vector del espacio como el limite de una sucesion
de combinaciones lineales de los vectores de un conjunto
fundamental. Un ejemplo de lo anterior es el teorema de
aproximacién de Weierstrass que afirma que toda funcion real
continua en un intervalo compacto puede ser aproximada mediante
polinomios. El espacio de Banach es, en este caso, el conjunto de las
funciones continuas en un compacto y el conjunto fundamental las
potencias enteras del argumento. Este teorema se extiende mediante
el teorema de Stone-Weierstrass, para cualquier numero real p> 1,
un ejemplo de un espacio de Banach viene dado por los espacios LP.

Aqui es importante aclarar que en los espacios de Banach,
una gran parte del estudio involucra el espacio dual, esto es, el
espacio de todas las funcionales lineales continuas. Como en algebra
lineal, el dual del dual no siempre es isomorfo al espacio original, si
hay un monomorfismo natural de un espacio en su doble dual
siempre. La nocion de derivada se amplia a las funciones arbitrarias
entre los espacios de Banach, resulta que la derivada de una funcion
en cierto punto es realmente una funcion lineal continua. Los
espacios de Banach generales son mas complicados que los espacios
de Hilbert, y no pueden clasificarse de manera sencilla como estos.
En particular, muchos espacios de Banach carecen de una nocion
analoga a una base ortonormal.

334



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

Como ya se indicé anteriormente, los espacios de Banach
generales son mas complicados que los espacios de Hilbert, y no
pueden clasificarse de manera sencilla, dado que muchos de ellos
carecen de una nocién analoga a una base ortonormal. Ejemplos de
estos espacios de Banach son los LP para cualquier numero real p >
1. Con medida u sobre el conjunto X, entonces LP(X), también
denotado como LP(X,u), o LP(u), tiene como vectores de
equivalencia [f] de funcion medibles cuyo valor absoluto de p —
ésima potencia tiene integral finita; esto es, funciones f para las que
se cumple:

f FCOIPdu(e) < oo.

si u es la medida de contaje, entonces la integral se puede sustituir
por una suma, esto es:

DI@r <o

Por lo que no hace necesario tratar con clases de
equivalencia, y el espacio se denota #P(X), escrito
simplificadamente como ¢? en el caso cuando X es el conjunto de
enteros no negativos. Cabe recordar que en el estudio de los espacios
de Banach, una gran parte del trabajo implica el dual: esto es, el
espacio de todos los continuos del espacio a su campo subyacente,
los llamados funcionales. Un espacio de Banach puede identificarse
con un subespacio de su bidual, que es el dual de su espacio dual. El
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mapa correspondiente es una isometria, dado que un espacio de
Banach y su bidual ni siquiera tienen por qué ser isométricamente
isomorfos en ningln sentido, al contrario que en la situacion de
dimensién finita. Ademas, la derivada se puede extender a funciones
arbitrarias entre espacios de Banach.

Este amplio desarrollo alcanzado por el analisis, permitio que
en los primeros afos del siglo XX se desarrollaran conceptos que
condujeron a la teoria de los espacios de Hilbert. Partiendo de
trabajos previos sobre las ecuaciones integrales de Volterra,
Fredholm entre otros. Hilbert y su alumno E. Schmidt encontraron
valores propios y funciones propias, propiedades de ortogonalidad y
sistemas lineales de infinitas ecuaciones, y desarrollaron conceptos
asociados a los espacios de sucesiones del tipo 12.

LA CARACTERIZACION DEL ESPACIO DE FUNCIONES
DE RIESZ, FISCHER, BANACH Y STEINHAUS

En 1906 sobre espacios métricos, Riesz elabor6 la nocion de
distancia en los espacios de funciones L2, poco después llegaron los
teoremas que permitian la identificacion de funciones de cuadrado
integrable con sucesiones de 2. Fatou demostré que la igualdad de
Parseval expresada en los siguientes términos:

1fn| 12 dx = 2 +i +b7)
n_nf(x) X == a

k=1

se cumple sin mas hipétesis que f € L2
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Para esta época ya eran conocidas algunas condiciones mas
restrictivas sobre esta funcion, ver Kahane, et al. (1995, p. 100)
manifiestan que su nombre se debe a un resultado de Parseval en
1799, pero publicado en 1806, anterior a la primera memoria de
Fourier, en que fue probado de manera formal. El resultado reciproco
que lo completd, se debe independientemente a Riesz y Fischer;
ambos lo enuncian para sistemas ortogonales de funciones, no
exclusivamente para el sistema trigonométrico. La version de
Fischer, adapta algunos términos a la notacion actual: sea
®1, @5, un conjunto numerable de funciones de L?(a,b), que
forma un sistema ortonormal. Si la serie de términos constantes no

negativos ai + a% + .- converge, a,@, + a,¢, + -+ convergeria

en media cuadratica a una funcion ¢ definida en casi todo punto y
tal que:

b
ag :f PPy,
a

Fischer primero prueba la completitud de L?: las sucesiones
de Cauchy convergen en la norma de L?. Probado esto, de las
hipotesis sobre {a;} y {@x} deduce que las sumas parciales de
Yk ax @i forman una sucesién de Cauchy, y consigue su resultado.
Riesz comienza la prueba con el sistema trigonomeétrico para luego
extenderlo a una familia ortonormal cualquiera a través de un
sistema lineal de infinitas ecuaciones. Una consecuencia inmediata
del teorema de Riesz-Fischer es la convergencia en norma cuadratica
de la serie de Fourier: Al]i_r)rc}oHSNf —flI> = 0.

La caracterizacion del espacio de funciones L? con el de
sucesiones [? fue un resultado clave en la construccion de la teoria
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de espacios de Hilbert. Riesz mostr6 que la integral de Lebesgue
permite que L? se construya sobre ella. De esta forma el sistema
trigonométrico se convirtio en un ejemplo modelo de base ortogonal
y las series de Fourier de funciones de L? fueron desarrolladas en
esa base ortogonal. La convergencia en L? de la serie de Fourier
planteaba el estudio de un problema analogo en los espacios L?: ;es
nllilgo”SNf — fll, = 0 para f € LP diferente de 2? Con p finito, ya
que si p = o« la convergencia seria uniforme y el limite deberia ser
una funcién continua, a sabiendas que ni siquiera eso es suficiente.
La primera respuesta llego en sentido negativo: Banach y Steinhaus
(1918, p. 90) probaron en 1918 que no hay convergencia en media,
es decir, en L. Que evoca el principio de acotacién uniforme
relacionado con la no convergencia en la norma de L.

Cartwright (1982, p. 478) menciona que Riesz demostro que
la respuesta a la convergencia en norma es afirmativa si 1 < p < oo,
desde la funcion conjugada, concepto que proviene del analisis
complejo a través de la armdnica conjugada de la solucién del
problema de Dirichlet en el circulo. Para una funcion f cuya serie
trigonométrica viene dada por:

(00}
Qo
> + Z(ak cos kx + by, sen kx),
k=1
su funcion conjugada, f , es la que tiene como serie asociada

o)

Z(—bk cos kx + a; sen kx),
k=1
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lo que permite inferir que si f estd en L2, también lo esta f y
reciprocamente. Riesz prob6 que lo mismo ocurre en LPsil<p <
. La convergencia en norma LP de la serie de Fourier aparece como
aplicacion del resultado para la funcion conjugada. Para esta época
aparecio un articulo de Kolmogorov (1925, p. 26) en el que probaba
una desigualdad débil para la funcién conjugada de una funcion de
L'

stlig)t|{x: |f(x) > t|}| < Clfll;-

lo que permite inferir que la sucesion {Sy f(x)} de sumas parciales
de una funcién f integrable, converge en LP para0 < p < 1.

Limitandonos al caso de las series de Fourier clasicas, esto
es, al sistema trigonométrico, los nuevos marcos funcionales dieron
lugar a dos problemas relacionados con la convergencia de funciones
en LP: (Es cierto que lim [|Sy — fl, = 0? y ¢se cumple lim Sy f

N—oo N—-oo
coincide con f en casi todo punto? El anlisis funcional permite ver
que la primera pregunta se reduce a probar la desigualdad:

ISnfllp < Cpllfllp,

donde la constante C,, puede depender de p, pero no puede depender
de f ni de N. Aparte de p = o que, por ser de convergencia
uniforme, se sabe que tiene respuesta negativa. Para p = 1se
excluye. la primera pregunta para 1 < p < oo es afirmativa, como se

339



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

menciono anteriormente. Para la segunda, Kolmogorov®® demostrd
que existe una funcién integrable cuya serie de Fourier diverge a
todo punto, excepto en p = 1,donde es falsa. En 1915 Lusin
conjeturd que la respuesta para p = 2 era afirmativa, problema que
duro 50 afios, hasta que en 1965 L. Carleson probo la conjetura de
Lusin. De este teorema de Carleson se deduce que la serie de Fourier
de una funcion continua converge en casi todo punto a la funcion, a
pesar de ello en la actualidad no se tiene ningun método de
demostracion que no siga este camino. En 1967, R. Hunt mostro6 que
el resultado de Carleson era valido para todo p > 1.

CONVERGENCIA PUNTUAL DE LA SERIE DE FOURIER
DE UNA FUNCION DE L2

Lusin® publico en 1913 una condicidn necesaria y suficiente
para la convergencia puntual de la serie de Fourier de una funcion
de L2. Lo hizo viendo que la serie de Fourier de f converge en casi
todo punto si y solo si se cumplen simultaneamente c.t.p.%’

1(fa+0-fx-0

T Jy 2 tan (g)

dt = f(x) [*2]

85 Andréi Nikolayevich Kolmogdrov ( 1903-1987), matematico ruso que realizo aportes en teoria de probabilidad y
topologia.

8 Nikolai Nikolayevich Luzin (1883-1950), su apellido se ve frecuentemente escrito como Lusin, mateméatico ruso.
Investigd sobre teoria de conjuntos y los aspectos topolégicos del analisis matematico.

87 La abreviatura c.t.p. indica que cierta propiedad se tiene para casi todo punto excepto en un conjunto de medida
cero.
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1 ("flx+ ) —flx—1t)
lim —
n—eo T J, 2 tan(%)

cosnt dt =0, [*3]

Con f la funcion conjugada de f. Las integrales en cero se entienden
como valor principal. Probd que [* 2] se cumple para toda funcion
de L2, con lo que [* 3] quedd como Unica condicion necesaria y
suficiente. Plancherel (1924. p. 26) indicd que “esta condicidon no es
simple e ignoramos si la serie de Fourier de una funcion continua o
de una funcién de cuadrado integrable tiene necesariamente puntos
de convergencia y si su conjunto es de medida positiva”. Ahora bien,
satisfecha la condicién [* 2] Lusin indica que es “infinitamente
probable” que lo mismo ocurra con [* 3]. Su argumento se basa en
que la existencia de la integral en [* 2] es debida a la anulacion y no
al tamarfio, y que como cosnt tiene valores positivos y negativos
uniformemente distribuidos, la anulacion deberia seguir aplicandose
por igual. Lo que genera la conjetura de Lusin: la serie de Fourier
de una funcion de L? converge en casi todo punto.

En la época en que Lusin fue profesor de la universidad de
Moscu lideré un grupo de investigacién al que pertenecieron
Aleksandrov et al. (1973), Suslin, Menshov, Khinchine, Urysohn,
Kolmogorov, Bari, Lyusternik, Shnirelman y Novikov, entre otros.
Los resultados méas importantes sobre convergencia y divergencia
puntual anteriores al teorema de Carleson aparecen en los primeros
trabajos Kolmogorov, uno de los mas destacados matematicos del
siglo XX y alumno de Lusin. Kolmogorov demostré en 1923 que
existe una funcion integrable cuya serie de Fourier diverge en casi
todo punto y lleva la divergencia a todo punto. Demostré que “la
convergencia lagunar® para funciones de cuadrado integrable: si

8 En analisis complejo, una funcion lagunar o lacunar, también llamada serie lagunar es una funcion analitica que no
puede extenderse analiticamente a ninguna region fuera del radio de convergencia en que esta definida una serie de
potencias que la representa.
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% > 1> 1y f € L% entonces la sucesion {S,, f(x)} converge a
k
f(x) en casi todo punto” (KOLMOGOROV, 1924, p. 97).

Para 1926 Lusin junto a Seliverstov presentaron como
condicidn suficiente para la convergencia en casi todo punto de la
serie de Fourier:

z a +b logn<+oo

n=1

esta condicion obtenida independientemente por Plessner,
permanecié como mejor resultado conocido durante cuarenta afios.
La conjetura de Lusin permanecid sin respuesta y el tiempo hizo
cambiar de opinion a los expertos en cuanto a su veracidad. Para
1935 Zygmund trabaj6 con series trigonomeétricas sin mencionar la
conjetura de Lusin. Lo que si planted fue que “el problema de la
existencia de una funcién continua con serie de Fourier divergente
en todo punto esté todavia abierto” (ZYGMUND, 1971, p. 164). Fue
hasta que Carleson (1966) prob6 que la conjetura de Lusin era cierta:
la serie de Fourier de una funcién de L? converge en casi todo punto.
Por tanto, también la de una funciéon continua, que tampoco se
conocia hasta entonces. Para 2006 el premio Abel fue otorgado a
Lennart Carleson, el jurado destacd varios de sus resultados,
resaltando el teorema de convergencia en casi todo punto de las
funciones de L2. Poco después Richard Hunt extendid el resultado
de Carleson hasta cubrir el rango de todos los espacios LP con p >
1. El teorema de Carleson con la extensién de Hunt presumi6 la
cuspide de un camino que habia empezado siglo y medio antes,
dejando resueltas las grandes cuestiones sobre la convergencia de las
series de Fourier.
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LOS APORTES DE KOLMOGOROV, SELIVERSTOV, Y
ZYGMUND

En el Primer Congreso Internacional de Matematicas,
realizado en Paris en 1900, David Hilbert plante6 23 problemas que
definiria la investigacion en matematicas para el siglo XX, Muchos
matematicos destacados dedicaron su vida a responder a esos
problemas. Entre ellos estaban Kolmogorov y Von Neumann.
Kolmogorov estructuré el sistema axiomatico de la teoria de
probabilidad utilizando lenguaje de teoria de conjuntos, cuyos
elementos son eventos. Trabajo en logica constructivista; en las
series de Fourier; en turbulencias y mecénica clasica. Fundo la teoria
de la complejidad algoritmica. Entre algunos resultados destacados
que llevan su nombre estidn: Ecuacion de Fischer-Kolmogorov;
Axiomas de Kolmogorov para probabilidad; Teorema de
continuidad de Kolmogorov; Teorema de Fréchet-Kolmogorov;
Teorema de superposicion de Kolmogorov; Espacio de
Kolmogoérov; Paradoja de Borel-Kolmogorov. En los modelos
clasicos Kolmogorov, introdujo una tripleta (Q, F, P), donde Q es el
conjunto de todos los posibles resultados del fendbmeno aleatorio
(espacio muestral), F es la sigma élgebra de subconjuntos de €2,
Ilamados eventos. P es una medida de probabilidad sobre F, que
actualmente todo esta fundamentado en la Teoria de la Medida.

Por otro lado, Von Neumann®, ingeniero quimico y
matematico de las universidades de Berlin, Zurich y Budapest. Fue
profesor en las universidades de Berlin, Hamburgo y Princeton, en
cuyo Instituto de Estudios Avanzados trabaj6 desde 1933. Adquirid
la nacionalidad estadounidense en 1937. En marzo de 1955 fue
nombrado miembro de la Comision de Energia Atémica de los

8 John Von Neumann (1903-1957), matematico hdngaro-estadounidense que realizo contribuciones fundamentales
en analisis funcional, analisis numérico, teoria de conjuntos, teoria de juegos, fisica cuantica, ciencias de la
computacion, economia, cibernética, hidrodinamica y estadistica entre otros.
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Estados Unidos. Fue pionero en la ciencia de los ordenadores,
convirtiéndose en creador de la arquitectura de los ordenadores
actuales, propuso la adopcion del bit como medida de la memoria de
los ordenadores, resolvié el problema de la obtencién de respuestas
fiables con componentes no fiables (bit de paridad). Particip6 en el
disefio para construir un ordenador electronico, replanteado gracias
a su intervencion; establecio las bases de su disefio, distinguiendo
cuatro componentes principales: memoria, unidad aritmética-logica,
unidad de control, y dispositivos periféricos. Disefid y construyd los
primeros computadores para la universidad de Princeton, conocidos
como el Johniac y el ENIAC, disefiados para calcular la trayectoria
de proyectiles. Propuso separar el software del hardware. Este disefio
se realizo en el ordenador EDVAC. Su inventiva computacional lo
llevo a que durante la segunda guerra mundial fuera invitado a
participar en el proyecto Manhattan, que desarrolld6 la bomba
atomica, trabajé en el disefio del método de implosion para alcanzar
la masa critica del combustible nuclear, y en el desarrollo de la
bomba de hidrégeno.

En algebra desarrollo la teoria de operadores, que sustituyo a
las matrices infinitas de Hilbert como base de la Mecanica
Cuénticay abrié el camino hacia los espacios de dimensiones
fraccionarias, propuso para el caso cuéntico, el par (A, ¢) donde A
es un algebra de Von Neumann (de operadores), las proyecciones
son llamadas eventos y ¢ es un estado, probabilidad, sobre A.
inicialmente su planteamiento solo cubria algunas ideas
fundamentales de lo que se podria llamarse Teoria de la Medida no-
conmutativa, en que la nocion de variable aleatoria, proceso
estocastico, probabilidad y esperanza condicional, cadenas de
Markov y procesos de Markov estaban ausentes en este sistema.
Demostrd que las dos formulaciones de la Mecénica cuantica, la de
Heisenberg y la de Schrodinger son equivalentes. En 1932 ide6 una
forma fragil del teorema ergodico, relacionado con la Mecanica
estadistica, que trata de resolver, mediante aproximaciones lineales
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decisiones no lineales, el problema de la evolucién de un sistema de
particulas sujetas a la accion de la gravedad. El teorema Ergddico
expone: Sea X un espacio métrico completo y separable, T: X — X
una transformacion medible, u una probabilidad T — invariante, y
f:X = R una funcién medible y u — integrable. Entonces para
u — casi todo x € X existe el limite

n-—1
~ 1
fG) = lim ;IZ FT*).
=0

la funcion f asi definida cumple E,(f) = E,(f). Ademés si u es
una medida ergddica para T entonces f(x) = E,(f) para u — casi
todo x € X.

Existen diferentes demostraciones de este teorema, comparto
la realizada Lessa (2009, p. 03) porgue contiene argumentos
sencillos que permiten demostrar el teorema asumiendo que la
transformacion T es ergodica para la medida ¢ y usando el lema de
Karlsson y Margulis que permiten dar una demostracion directa en
el caso ergddico, veamosla:

Demostracion: asume que Ep(f)=0, el caso general se
deduce de este caso aplicandolo a f—Ep(f)). Luego
aplica el lema de Karlsson y Margulis a f +, obtiene
que el conjunto de los x tales que f(x)+ -+
f(T™(x)) + ne = 0 para todo n es de u — medida
positiva. Lo que implica que el conjunto

n-1
1
A= [xe X: lim supgz f(TF(x) < e}
n—-coo
k=0
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cumple u(4,.) > 0.

Como u es ergddicay A es invariante se tiene u(4) =
1. Como esto se cumple paratodo € > 0, en particular
los racionales, queda demostrado que

n-—1
1
lim sup—z f(Tk(x)) <0
o n k=0

para u — casi todo x. EI mismo argumento aplicado
a —f muestra que el lim inf es mayor o igual a 0 para
u — casi todo x. Con esto se concluye el teorema £.

Otro de sus campos de trabajo fue la teoria de Juegos, rama
de las matematicas que tiene importantes aplicaciones en economia,
en la que descubrio el teorema minimax en 1928, que estudia la
estrategia a seguir para minimizar las perdidas en cierta familia de
juegos. También trabajo sobre el problema de la generacién de
nameros seudo aleatorios, esto es de aleatoriedad repetitiva, en un
ordenador. Entre sus obras destacan: Fundamentos Matematicos de
la Mecanica Cuéantica, (Mathematische Grundlagen der Quanten
mechanik, 1932), la Teoria de juegos y el comportamiento
econdémico (Theory of games and economic behavior, 1944), escrito
en compariia con el economista Oskar Morgenstern sobre teoria de
la utilidad esperada. En este libro, los autores formularon la
hipdtesis de utilidad esperada en relacion a la aversion al riesgo, que
se analiza usando una funcién de utilidad esperada y describe el
proceso de toma de decisiones. Desarrollaron un conjunto de
axiomas bajo los que la hipétesis de la utilidad esperada se mantiene,
y que hoy es conocido como teorema de utilidad Von Neumann-
Morgenstern. Otra de sus grandes contribuciones fue a la teoria de
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la decision, que hoy se conoce como el teorema minimax, como un
método de decision para minimizar la pérdida maxima esperada en
juegos con adversario y con informacion perfecta; en otras palabras,
minimax es un algoritmo recursivo.

La teoria de utilidad esperada aborda el analisis de
situaciones donde los individuos deben tomar una decision sin saber
qué resultados pueden trascender de esa decision; es decir, tomar
decisiones bajo incertidumbre. Estos individuos elegiran el acto que
darda lugar a la utilidad esperada maés alta, siendo ésta la suma de los
productos de probabilidad y utilidad sobre todos los resultados
posibles. La decision también dependera de la aversion al riesgo del
agente y la utilidad de otros agentes. La base de esta teoria son
loterias o apuestas, notada como(L,,) cada una definida por todos los
posibles resultados o consecuencias (Ci1, Cz, ..., Cn) Yy sus
correspondientes  probabilidades (p1,p,, -+, p;), considerando

Xpi=1

EU(L) = U(Cy)p, + U(Cpz + -+ U(C)pn

En este apartado es necesario recordar que el término utilidad
esperada fue inicialmente introducido por Daniel Bernoulli, que lo
utiliz6 para resolver la paradoja de San Petersburgo, porque el valor
esperado no era suficiente para su resolucién. Por ello, Bernoulli
introdujo el término en su libro “Exposicion de una nueva teoria en
la medicion del riesgo” (Commentarii Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae) en 1738, donde resolvia la paradoja. Sin
embargo, von Neumann y Morgenstern en la Teoria de juegos y
comportamiento econdmico, texto considerado la piedra angular de
la teoria de la utilidad esperada; expresaron contribuciones y
desarrollo de un establecimiento matematico para la solucion de la
paradoja de Bernoulli. Para ello, desarrollaron un conjunto de
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axiomas para las relaciones preferenciales con el fin de garantizar
que la funcion de utilidad funcionaba correctamente.

Dieudonné®, destacado por sus investigaciones en algebra
abstracta, geometria algebraica particularmente en, la teoria de
Galois de anillos semi simples, y la algebraizacién de los trabajos de
Spohus Lie. En analisis funcional, tuvo participacion en el grupo con
seudonimo Nicolas Bourbaki y los Eléments de géométrie
algébrique Project de Alexander Grothendieck, alli presentd
trabajos sobre grupos clasicos y grupos formales, introduciendo lo
que ahora se conoce como modelos de Dieudonné, expuestos en su
libro La Géométrie des groupes classiques publicado en 1955. Sus
aportes en Topologia y topologia algebraica aportaron las nociones
de particion de unidad, espacio paracompacto y espacios vectoriales
topoldgicos.

El libro Historia del Analisis Funcional presenta el analisis
funcional como una mezcla bastante compleja de éalgebra y
topologia, cuya evolucién ha sido influenciada por el desarrollo de
estas dos ramas de las matematicas. El libro adopta una definicion
mas estrecha, una que supone, satisface varias condiciones
algebraicas y topoldgicas. Desde profundas reflexiones muestra que
esto ya cubre gran parte del analisis moderno, en particular, la teoria
de las ecuaciones diferenciales parciales. ElI volumen consta de
nueve capitulos, en el primero centrado en ecuaciones diferenciales
lineales y el problema de Sturm-Liouville. Los capitulos siguientes
contintan discutiendo las ecuaciones criptointegrales, incluido el
principio de Dirichlet y el método Beer-Neumann; la ecuacién de
membranas vibrantes, incluidas las contribuciones de Poincare y
HA, el articulo de Schwarz de 1885;y la idea de dimensién
infinita. Los otros capitulos contienen la definicion del espacio de
Hilbert, incluido el descubrimiento de Fredholmy las contribuciones

% Jean Alexandre Eugéne Dieudonné (1906 —1992), matematico francés.
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de Hilbert; la dualidad y la definicion de espacios normados,
incluyendo el teorema de Hahn-Banach y el método de la joroba
deslizante y la categoria de Baire; la teoria espectral posterior a
1900, incluidas las teorias y trabajos de Riesz, Hilbert, von
Neumann, Weyl y Carleman; espacios localmente convexos y la
teoria de las distribuciones; y aplicaciones del analisis funcional a
ecuaciones diferenciales y diferenciales parciales.

El andlisis funcional surge y se desarrolla como ente propio
ainicios del siglo XX, generado por la evolucidon del analisis clasico,
de la fisica-matematica y de las nuevas ideas de algebra y geometria,
muy ligadas a la topologia. El objeto de estudio son las ecuaciones
cuyas incognitas son funciones que fueron consideradas por
matematicos de finales del siglo XIX, las ecuaciones diferenciales
ordinarias y con derivadas parciales, las ecuaciones integrales, las
ecuaciones integro diferenciales y otros tipos de ecuaciones
funcionales. Es de resaltar el caricter dindmico que dio origen al
nacimiento del célculo infinitesimal, éste se acentud y diversificd
con la influencia de Riemann y Poincaré, quienes consideraron que
lo que varia no son unicamente los numeros sino también las
funciones, que llegaron a considerarse como puntos de un espacio,
lo que conllevd a las diversas nociones de convergencia de una
sucesion de funciones hacia una funcion limite, lo que condujo a la
idea general de topologia sobre un conjunto de funciones. Desde este
tipo de razonamientos, Dieudonné plante6 el anélisis lineal global
reconocido como una de las grandes creaciones matematicas de los
siglos XIX y XX. Lo que se observa es que se trata de una
construccién compleja sobre problemas relativos a las ecuaciones
lineales propias de la fisica matematica, entre ellas: La ecuacion de

2%u | ?*u , 9%u . ., 2%u
Laplace Au =——+ 5 T = 0; La ecuacion de onda —— =

9%u  9%u . 9%u
2 — A2 = y2
c‘Au=c (_axz to2t _aZZ) donde A=V?y representa el
laplaciano, con ¢ una constante que representa la velocidad de
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ropagacion de la onda; o la ecuacion de calor 2% =274 2% _
propag ' at  axz  dy?
0%u . . . .
i 0, escritas para tres variables de espacio x, y, z y una de tiempo

t, extensibles a mas variables.

Es de resaltar que este estudio de forma sucesiva, dio origen
a la teoria de las series e integrales de Fourier, mas tarde convertido
en el Andlisis Armonico Conmutativo; a la teoria del potencial
newtoniano y de las funciones armonicas; a la teoria de Sturn-
Liouville para ecuaciones diferenciales ordinarias; y a la teoria de
las ecuaciones integrales lineales. Posteriormente con los aportes de
Fredholm, aparecié el espacio de Hilbert y la teoria espectral de
operadores de esos espacios. Para 1950, la teoria de las
distribuciones se generalizd y simplifico las ecuaciones lineales
conllevando a la teoria de los operadores pseudodiferenciales y su
extension al analisis sobre variedades diferenciales.

En 1930, Godel®® en su tesis doctoral, deshizo la opinion de
Hilbert sobre el problema de la consistencia al probar que desde unos
axiomas no es posible demostrar su consistencia. Tres afios antes,
Heisenberg habia sefialado limitaciones a los fisicos con su principio
de incertidumbre; ahora Godel hace algo similar con los
matematicos. En su tesis doctoral presenta el Teorema de
incompletitud, donde afirma que, si unos axiomas son consistentes y
pueden describir la Teoria de NUmeros y la Aritmética, entonces
habra proposiciones indecidibles de las que no se puede demostrar
ni su certeza ni su falsedad a partir de esos axiomas. Este resultado
hizo pensar que algunas conjeturas no demostradas, como la
Hipdtesis de Riemann, podrian pertenecer a la clase de proposiciones
formalmente indecidibles en un sistema axiomatico consistente. El
teorema de incompletitud hizo pensar a Hilbert en la posibilidad de
un algoritmo o maquina capaz de indicar a los matematicos si un

9L Kurt Friedrich Godel (1906-1978). Ldgico, matematico y filésofo austriaco.
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enunciado podia deducirse 0 no de unos axiomas, a este lo llamé
problema de la decibilidad, recuerda su décimo problema de 1900,
que preguntaba por la existencia de un método para saber si una
ecuacion diofantica tiene o no solucion entera.

Max Newman, al ver deshecho el programa de Hilbert, se
intriga por las ideas de Godel, al punto que cinco afios después
explicé el Teorema de incompletitud. Turing®, al oir a Newman
sobre la dificultad de las demostraciones de Godel intuye la
inexistencia de una maquina que resolviese el problema de
decibilidad propuesto por Hilbert. Turing se centré en obtener
maquinas fisicas capaces de enfrentarse a los problemas abstractos.
Sus primeros resultados fueron maquinas tedricas, llamadas
maquinas de Turing, que seguian nuestro comportamiento al hacer
calculos aritméticos y que son el antecedente tedrico de los
ordenadores. Turing demostro la inexistencia de un algoritmo capaz
de determinar en un nimero finito de pasos si una de sus maquinas
funcionando continuamente produciria o no un determinado namero.
Poco después utilizd la técnica de Cantor para probar que si una
maquina de Turing fuese capaz de indicar si un conjunto de
proposiciones era 0 no deducibles de un conjunto de axiomas, se
podia construir una proposicién que esa maquina no seria capaz de
decirnos si era 0 no deducible del conjunto de axiomas, resolviendo
de esta manera el problema de la decibilidad.

Después de resolver el problema de la decibilidad, Turing
dirigid su investigacién hacia la Hipotesis de Riemann. Influido por
el pesimismo de Hardy, que pensaba que era una situacion
indecidible, se esmerd en usar maquinas para lograr ceros no
triviales de la funcion zeta con el método de célculo de Riemann y
gue habia sido redescubierto por Siegel, con la esperanza de obtener
algun cero complejo fuera de la recta critica. Para ello adecu6 una

9 Alan Mathison Turing (1912-1954). Matematico, l6gico, informatico, criptografo, filésofo, y bidlogo tedrico
britanico.
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maquina que era utilizada en la prevision de las mareas, para el
calculo de ceros no triviales de la funcion zeta. Su trabajo fue
interrumpido por la Segunda Guerra Mundial, al finalizar de esta
guerra, Turing comenzo a trabajar con Max Newman en Laboratorio
de Célculo de la Royal Society. Entre ambos construyeron una
maquina calculadora programable para célculos diversos. Con esta
maquina Turing comprob6 en 1950 que los 1.104 primeros ceros no
triviales de la funcidn zeta estaban situados sobre la recta x = %, pero
no consiguid su objetivo de probar la falsedad de la Hipotesis de
Riemann. En la misma direccion Derrick Henry en 1956 comprob6
que los 25.000 primeros ceros no triviales de la funcién zeta de
Riemann estan en la recta critica®® x = %.

Durante el final de la resolucion del décimo problema de
Hilbert, Paul Cohen comenzo a trabajar en el primer problema de
Hilbert, que proponia probar la hipétesis del continuo. Le bast6 un
afio para demostrar en 1963 que desde los axiomas estandar de teoria
de conjuntos no se puede demostrar ni refutar la hipétesis del
continuo. Con este resultado Cohen consiguié deshacer el mito que
las proposiciones indecidibles en el sentido de Gddel, que se trata de
proposiciones «complejas y extrafias»; para 1970 ya se sabia que
mediante el uso de computadores se habia verificado que los
primeros tres millones y medio de ceros no triviales de la funcion
zeta estan situados sobre la recta critica, pero no veian razon
suficiente para abandonar su escepticismo respeto a la Hipotesis de
Riemann. Don Zagier, del Max Planck Institut fir Mathematik y
versado acerca de las limitaciones que tenian los ordenadores de los
afios setenta, afirmé que seria menos suspicaz respecto a la validez
de la Hipotesis de Riemann si se comprobase que los trescientos
primeros millones de ceros no triviales de la funcion zeta estan

% La hipdtesis de Riemann afirma que todos los ceros no triviales de la funcion zeta se encuentran en la recta x = 2
denominada como recta critica. A la fecha se han calculado més de diez billones de ceros, todos alineados sobre la
recta critica, corroboran la sospecha de Riemann, pero nadie atn ha podido probar que la funcién zeta no tenga ceros
no triviales fuera de esta recta.
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situados sobre la recta critica. Hoy se han calculo méas de diez
billones de ceros y todos estan sobre la recta critica.

LOS APORTES DEL GRUPO DENOMINADO NICOLAS
BOURBAKI

El grupo Bourbaki®*, cuyo nombre fue adoptado por un grupo
de matematicos de diversas nacionalidades, principalmente
franceses todos de inicios del siglo XX. Encargados de hacer
documentacién matematica, dado que la actual, para esa época, no
tenia la suficiente estructura ldgica, sus integrantes estaban
interesados en ofrecer una vision moderna de las matemaéticas
contemporaneas que, al propio tiempo, enfatizara el componente
axiomatico de las mismas. Razon que los llevo a crear sus propios
textos matematicos bajo el pseudénimo de un personaje ficticio:
Nicolds Bourbaki. ElI grupo fue fundado por algunos jovenes
matematicos, de edades comprendidas entre los 24 y 30 afios; la
mayoria de ellos antiguos alumnos de L ’Ecole Normale Superieur
de Paris. Existia la norma que sus integrantes no podian pertenecer
mas al colectivo cuando superaran los 50 afios de edad.

El colectivo Nicolas Bourbaki desde su nacimiento a
mediados de los afios 1930 hasta mediados de los afios 1967 influyo
decisivamente en el desarrollo y la evolucion de las matematicas
contemporaneas. Su influencia fue mas alla de las matematicas, ya
que jugo el papel de intermediario cultural entre los distintos ambitos
en los que se desarrolld la amplia corriente de pensamiento que
recibe el nombre de estructuralismo, desde la linguistica y la
antropologia hasta la economiay la psicologia. El titulo de Eléments
de Mathématique, tenia como objetivo la exposicion, de forma

9 Grupo de matematicos franceses cuyo seudénimo fue Nicolds Bourbaki y cuya existencia estuvo entre 1939 a 1967.
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sistematica y rigurosa, las nociones y herramientas basicas para el
desarrollo de toda las Matematicas.

Es de aclarar que durante el siglo XX se habian estructurado
un conjunto de problemas matematicos que desde una perspectiva
filosofica se podian considerar como cruciales en los que es posible
distinguir dos demonios: los concernientes a la ontologia y los
relacionados con la epistemologia de la mateméatica misma. Por su
evolucion se observa que tanto los problemas ontologicos como los
epistemoldgicos estaban coligados a la nocion de verdad y que el
efecto de dicha compenetracion es la imposibilidad de proporcionar
una explicacién plausible de la ontologia y la epistemologia de la
matematica si no se tiene una comprension adecuada de la verdad
matematica. La posibilidad de dilucidar correctamente la relacién
entre las asunciones ontoldgicas sobre objetos matematicos, con una
teoria del conocimiento matematico y con la verdad de los
enunciados matematicos gener6 una dificultad crucial para
comprender la naturaleza de las matematicas. Esto ha llevado a
considerar que su explicacion satisfactoria debe mostrar que la teoria
de la verdad, la ontologia y la epistemologia en matematicas son
compatibles entre si. De ahi que surge una vertiente conocida como
el estructuralismo matematico®, como una respuesta de diversas
escuelas filosoficas que procuran dar cuenta de la posible
compatibilidad entre la verdad matematica y el conocimiento
matematico, principalmente dando explicacion sobre la ontologia
matematica, esto es, sobre el estatuto y naturaleza de las entidades
matematicas.

El estructuralismo matematico no es algo nuevo; fue
sostenido, aunque no explicitamente y nombrado de ese modo, por
Dedekind y Peano en sus respectivos analisis acerca de los nimeros.
Los dos contribuyeron al desarrollo de los axiomas de la aritmética

9 El estructuralismo matematico es considerado en Filosofia de las Matematicas como una ciencia que se ocupa de
las estructuras generales, es decir, las relaciones de los elementos dentro de un sistema.
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elemental, consistente en unas pocas reglas a partir de las cuales se
puede generar la sucesion de nimeros naturales. Lo especial de estos
axiomas es que llevan a pensar en una estructura, a saber, la
estructura numérico natural, como un sistema de relaciones entre
elementos cuya naturaleza nos es indiferente, podria haber diferentes
modelos, con diferentes elementos, que satisfacen los axiomas.
Dedekind lo enuncia asi:

Si en la consideracion de un sistema simplemente
infinito N ordenado por una transformacién ¢
descartamos enteramente el caracter especial de los
elementos, reteniendo simplemente su
distinguibilidad y teniendo en cuenta solo las
relaciones mutuas en que la transformacion
ordenadora ¢ los coloca, entonces esos elementos se
[laman ndmeros naturales o nimeros ordinales o
simplemente nimeros. Las relaciones o leyes que se
derivan enteramente de las condiciones iniciales son,
por lo tanto, siempre las mismas en todos los sistemas
simplemente ordenados, cualesquiera nombres
suceda que se les dé a los elementos individuales,
ellos constituyen el objeto primero de la ciencia de
los nimeros o aritmética (DEDEKIND, 1901, p. 33).

De esta forma, los nimeros naturales no son mas que
cualquier cosa que opere como elemento de esa estructura: los
nameros serian solo aquello que en cualquier progresion toma una
posicion que la relacion de orden le asigna. Asi, los nimeros no son
ningun objeto en particular sino, en general, todo aquello que cumple
la funcion de un numero en una progresion; por tanto, ser un nimero
no es ser un objeto abstracto sino cumplir una funcién y tomar una
posicion en una estructura. Esta es una de las tesis fundamentales del
estructuralismo. La vision de Dedekind se ve reforzada al mirar los
axiomas de la aritmética, que determinan en sentido estricto, la
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mencionada estructura numérico-natural. En forma similar el
conjunto de los cinco axiomas no légicos de la aritmética,
comunmente Ilamados axiomas de Peano, aunque aparecian
implicitos en la teoria de numeros de Dedekind, ha de considerarse
un conjunto de enunciados caracterizadores de cualquier estructura
progresiva cuyo tipo de orden es el orden natural de una estructura
que serd llamada secuencia de los nimeros naturales. Es importante
aclarar que todo modelo de estos axiomas debe constituir una
estructura isomorfa con las demas, de tal modo que la secuencia de
los nimeros naturales sea rigurosamente la estructura comun a todos
sus modelos; situacion que configura la segunda tesis del
estructuralismo.

De esa manera, las estructuras son constructos resultantes de
unas reglas de construccién. En cuanto tales, los axiomas estipulan
qué propiedades posee el tipo de estructura que ellos determinan, que
vienen a ser las propiedades de las relaciones definidas entre un
conjunto de elementos cuya naturaleza es indiferente. En expresion
de los Bourbaki:

Ahora podemos hacer comprender lo que, de una
manera general, debe entenderse por una estructura
matematico. El rasgo comun de las diversas nociones
agrupadas bajo ese nombre genérico es que se aplican
a conjuntos de elementos cuya naturaleza no esta
especificada; para definir una estructura, se dan una o
varias relaciones en las que intervienen estos
elementos [...]; se postula luego que la o las
relaciones dadas satisfacen ciertas condiciones (que
se enumeran) y que son los axiomas de la estructura
considerada. Hacer la teoria axiomética de una
estructura dada es deducir las consecuencias logicas
de los axiomas de la estructura, con exclusién de toda
otra hipotesis acerca de los elementos considerados
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(en particular, toda hipdtesis sobre su naturaleza
propia) (BOURBAKI,1950, p. 228-229).

Para ellos el siguiente paso era explicar lo que denominan
“arquitectura” de las matematicas, rotulo con el que enmarcaron su
vision de conjunto de las matematicas entendidas como ciencias
sobre estructuras. Dicha arquitectura es representable, desde una
jerarquia de estructuras. Y como toda jerarquia, esta sobre una base
constituida por estructuras elementales, y a partir de ella se da una
complejizacion creciente, de lo general a lo particular. Determinan
la existencia de tres tipos de estructuras matematicas basicas
denominadas estructuras madre, estas son: estructuras algebraicas,

estructuras de orden y estructuras topologicas. Las leyes que
determinan cada tipo de estructura madre son cierto tipo de axiomas.
Las estructuras algebraicas, como los grupos, cuerpos y anillos, son
determinadas por leyes de composicién; las estructuras de orden,
como las progresiones y series, por leyes de ordenamiento y las
estructuras topoldgicas, como los espacios y subespacios, por leyes
de proximidad, limite y continuidad. A partir de cada una de las
estructuras madre se obtienen nuevas estructuras que suplementan
su conjunto de axiomas con otros nuevos, de los cuales se seguiran
otras consecuencias ldgicas. Posteriormente se generan nuevas
estructuras combinando estructuras de orden con estructuras
algebraicas, y nuevas combinaciones de axiomas de esas estructuras
derivadas dardn como resultado mas estructuras complejas nuevas.
El grupo Bourbaki observa que, en la jerarquia de estructuras
matematicas, las estructuras estudiadas por las teorias clasicas como
el andlisis funcional, la geometria diferencial o la teoria de niUmeros
ya no eran vistas como teorias de estructuras autonomas sino de
estructuras encrucijadas, al punto mencionan: “[... ] donde se cruzan
y actlan unas sobre otras numerosas estructuras matematicas mas
generales” (BOURBAKI, 1950, p. 226).
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La visidn bourbakista sobre la arquitectura de las
matematicas y su unidad epistémica a partir de las estructuras, fue
histéricamente opacada durante la primera mitad del siglo XX, fue
necesario esperar hasta finales del mismo siglo para que el programa
estructuralista se constituyera en una escuela filosofica
legitimamente constituida; entre sus principales representantes se
considera a Michael Resnick y Stewart Shapiro. Conforme al
enfoque estructuralista no hay objetos con estructura interna, solo
posiciones en estructuras, y tales posiciones carecen de identidad o
de caracteristicas por fuera de esa estructura. Resnick, en particular,
se apoya en la idea que, al concebir los objetos matematicos de
manera aislada, se tienen dificultades para responder al problema de
cdmo tenemos conocimiento de ellos en términos de interaccion
causal; en uno de sus escritos plantea: “Me resulta mas sugestivo,
por propdsitos epistemoldgicos, hablar de patrones matematicos y
sus posiciones mas que de estructuras. Veo los patrones y sus
estructuras como entidades abstractas” (RESNIK, 1981, p. 530).

Situacion que conduce a pensar que los nimeros sean a la vez
conjuntos y puntos. O también la geometria puede ser interpretada
aritméticamente, y no por ello se reducen ontolégicamente los
puntos a los nimeros, a pesar que los patrones de la aritmética y la
geometria son modelables entre si al tomar esto como criterio de
reduccion ontoldgica, tras el hecho de modelar la geometria en la
aritmética los puntos serian nimeros y al modelar la aritmética en la
geometria los nimeros serian puntos, pero con esto no sabriamos que
son esos elementos en realidad, si solo hay nimeros o si solo hay
puntos. Lo que nos lleva a entender que no se trata de como las
interpretaciones modelistas aseguran que dos teorias tienen la misma
ontologia, sino de cOmo una estructura puede ser presentada en otra,
cosa posible porgque un patrén tiene una ocurrencia en otro patrén,
de modo que la teoria del primero se reitera en la teoria del segundo,
por lo que ese mismo patron puede tener maltiples ocurrencias en
otros patrones.
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El estructuralismo de Resnick es formulado de tal modo que
debe suponer que las estructuras constituyen la ontologia ultima de
las matematicas, pues las estructuras relativizan los objetos
matematicos a sus posiciones internas, pero ellas mismas habran de
ser tomadas como presupuestos ontologicos fundamentales de las
matematicas. Shapiro, sin embargo, no estd completamente de
acuerdo con Resnick en que las estructuras sean la ontologia
fundamental de las matemaéticas, y opta por una variante del
estructuralismo Ilamada estructuralismo eliminativo, que define
como un estructuralismo sin estructuras: al respecto plantea:
“Hablar, en general, de estructuras es una abreviacion conveniente
para hablar de sistemas. Un lema para el programa podria ser ‘el
estructuralismo sin estructuras’” (SHAPIRO, 1983, p. 525).

Bajo estas premisas el grupo Bourbaki publico entre 1939 y
1967, una serie de estudios que formaban un proyecto de
investigacion enciclopédico con el titulo Eléments de Mathématique.
Su objetivo era la realizacion de una de las propuestas que Hilbert
planted en 1900 cuando postuld que era necesario axiomatizar las
matematicas y asentar sus bases utilizando modelos algebraicos y no
solamente intuitivos. El colectivo Bourbaki adopt6 este principio
como fundamento de su trabajo, contribuyendo de manera
fundamental a la difusion de la concepcién moderna de las
matematicas basada en la ldgica y en la teoria de conjuntos. Su
actitud respondia a un sentimiento de frustracion y protesta por la
situacion de las Matematicas en Francia. Alrededor de 1900 la
matematica francesa estaba en una época de plenitud y, junto con la
alemana, lideraba la matemética mundial. Mateméticos como Henri
Poincaré, Jacques Hadamard, Emile Picard, René Baire o Henri
Lebesgue estaban en su plenitud cientifica. En Las Memorias de
André Weil planted el dafio causado a las Matematicas francesas por
la guerra. Manifiesta que aniquild a toda una generacion de
muchachos franceses, mientras que los alemanes tomaron medidas
para salvaguardar a las élites de sus jovenes cientificos de la muerte,
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reservandolos a posiciones alejadas del frente de guerra. En el
mismo sentido se manifiesta Jean Dieudonne, durante muchos afios
portavoz del grupo Bourbaki, quien en una entrevista declaro:

Los matematicos muertos en la guerra son los que
tenian que haber continuado los trabajos de Poincaré
o de Picard. Mi generacion se resintié duramente de
las consecuencias de esta interrupcion [...] Mis
profesores tenian veinte o treinta afios mas que
nosotros, conocian sobre todo las matematicas de su
juventud y no nos ensefiaban las nuevas teorias [...]
(DIEUDONNE, 1978D, p. 15).

Segun cuenta André Weil en su autobiografia, al regreso de
vacaciones de verano en 1934 reanudd sus tareas docentes en
Estrasburgo junto con su colega Henri Cartan, ambos encargados del
curso Calculo Diferencial e Integral. Tradicionalmente usaban como
texto guia el libro de Goursat, que ninguno de los dos hallaba
agradable, por su estilo demasiado prolijo, con teoremas que se
repetian a veces, con hipdtesis superfluas y con ausencias
destacadas, como la teoria de integracion de Lebesgue. Esto dio
lugar a continuas consultas mutuas sobre cdmo desarrollar tal o cual
tema. A finales de 1934, Weil planteé a su compafiero Cartan:
“Somos cinco o seis amigos encargados de la misma asignatura en
distintas universidades, reundmonos y arreglemos esto de una vez
por todas” (WEIL, 1991, p. 98) de esta forma nacié el grupo
Bourbaki cuyos integrantes fueron Henri Cartan, Claude Chevalley,
Jean Delsarte, Jean Dieudonné, René de Possel y André Weil,
considerados los padres fundadores del grupo.

Beaulieu (1993, p. 28) menciona que Weil estableciendo que
el objetivo era “fijar para los proximos 25 afios los contenidos del
certificado de célculo diferencial e integral, mediante la redaccion
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colectiva de un tratado de Analisis, tan moderno como fuera
posible”. La propuesta significé una ruptura del grupo con los textos
usados. El proyecto propuso iniciar con los fundamentos a las
funciones analiticas y las ecuaciones en derivadas parciales. Con el
objeto de fijar un plan global y discutir los informes previos con la
amplitud necesaria, el Comité acord6 dedicar dos semanas de las
vacaciones de verano para reunirse en un lugar apropiado. Entre el
10 al 17 de julio de 1935 tuvo lugar el Primer Congreso fundacional
del Bourbaki en un local de la universidad de Clermont-Ferrand en
Chandesse. Dieudonné propuso elaborar un tratado que contuviera,
de forma clara, precisa y sistematica, los teoremas y resultados
basicos para todas las teorias existentes en matematica pura.
Aparentemente, no se trat6 nunca la posibilidad de incluir la
matematica aplicada, porque segun Dieudonné, por la falta de interés
y competencia en el tema de los colaboradores, aunque en algun
momento se considerd la idea de incluir teoria de probabilidad y
analisis numérico, pero luego se desecho. A raiz del éxito de ventas
de los voltimenes de los Eléments, el grupo se dota de una estructura
oficial para gestionar los diversos problemas practicos: la
Asociacion de Colaboradores de Nicolas Bourbaki, creada en 1952.

Para este grupo de matematicos franceses se observa la
influencia planteada afios atras por Gauss, plasmando que cada vez
se hacia mas evidente que la clasificacion tradicional de las
Matematicas resultaba inadecuada. En efecto, el punto de vista
clasico distinguia las distintas ramas de las matematicas segun la
naturaleza de los objetos que estudiaban: La aritmética era la ciencia
de los numeros; la geometria estudiaba los objetos en el espacio; el
andlisis estudiaba las funciones, etc. Sin embargo, cada vez con
mayor frecuencia, técnicas y resultados de una de estas areas de las
matematicas, se mostraban Utiles en otras areas. Asi, a lo largo del
siglo XIX fue poniéndose en evidencia que lo relevante no era la
naturaleza de los objetos estudiados, sino las relaciones entre ellos.
Fueron surgiendo las primeras estructuras algebraicas, grupos,
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anillos, cuerpos, espacios vectoriales, que permitian agrupar bajo
una misma denominacion conjuntos formados por elementos de
naturaleza muy distinta, pero que gozaban de una serie de relaciones
y propiedades comunes. Nociones que permitieron explicar
semejanzas advertidas entre teorias aparentemente distintas.

Antes de Bourbaki ya habian aparecido algunos textos en
areas concretas de las matematicas redactados con esta vision
estructuralista. Uno de ellos, con gran influencia en el desarrollo
posterior del Analisis Funcional, fue Théorie des Opérations
Linéaires, publicado en 1932 por Stefan Banach, en el que recogio
desarrollos fundamentales de la teoria de espacios normados en la
década de 1920-1930. Pero la obra que mas influyo en los primeros
bourbakistas fue, sin duda, Moderne Algebra de L. van der Waerden,
publicada en 1930, obra que tuvo un enorme impacto y contribuy6
decisivamente a la adopcion casi universal del punto de vista
estructural en la organizacion y desarrollo del algebra. Los
fundadores de Bourbaki fueron admiradores de la escuela alemana
de matematicas, conocian y admiraban el libro de VVan der Waerden,
hasta el punto que lo tomaron como modelo para su estilo de
redaccion (ver DIEUDONNE, 1978, p. 19). Su objetivo era claro,
someter todas las matemaéticas al esquema de Hilbert. Lo que Van
der Waerden habia hecho con el algebra, creian que tenia que hacerse
con el resto de las matematicas.

Para ello, como se menciond anteriormente, desde el
estructuralismo  distinguié tres tipos béasicos de estructuras
consideradas fundamentales: algebraicas, de orden y topoldgicas,
yendo de menor a mayor grado de abstraccion necesario para la
formulacién de sus axiomas. A partir de estos tres tipos de
estructuras, crearon estructuras compuestas por una 0 mas
estructuras llamadas simples, sobre un mismo conjunto, relacionadas
a través de ciertos axiomas de compatibilidad. Asi presentan las
estructuras de grupo, anillo, cuerpo y espacio vectorial topoldgico,
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la de espacio de medida o la de variedad diferenciable, por poner
algunos ejemplos. EI método axiomatico y la organizacion en
términos de estructuras matematicas permitia al matematico una
considerable economia de pensamiento. Tan pronto como se
reconoce que los objetos bajo estudio satisfacen los axiomas de una
cierta estructura, se dispone inmediatamente del arsenal completo de
resultados generales conocidos para esa estructura, sin tener que
demostrarlos de nuevo en cada caso particular. Sin embargo, nada
mas lejos de la concepcion de Bourbaki que reducir las matematicas

aun:

Para Bourbaki,

[...] juego puramente mecanico de férmulas aisladas;
mas que nunca, la intuicion domina en la génesis de
los descubrimientos. Pero, ademas, [el matematico]
dispone ahora de la poderosa maquinaria
suministrada por la teoria de los grandes tipos de
estructuras; con una sola ojeada, barre inmensos
dominios, unificados ahora por el método axiomatico,
en los que antes parecia reinar el caos mas completo
(BOURBAKI, 1948, p. 10).

El matemaético no trabaja como una maquina o como
un obrero en una cadena de montaje. Nunca se
insistira demasiado en el papel fundamental que juega
en sus investigaciones una forma especial de
intuicion, que no es lo que vulgarmente se entiende
por esta palabra, sino mas bien una especie de
adivinacion (mas alla de todo razonamiento) del
comportamiento normal que se puede esperar de los
entes matematicos. Y cuando el investigador
descubre subitamente una estructura en los
fendbmenos que estd estudiando, es como una
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modulacién repentina que orienta de golpe en una
direccion inesperada el curso intuitivo de su
pensamiento, e ilumina con una nueva luz el paisaje
matematico en el que se mueve (BOURBAKI, 1948,
p. 10).

Por otro lado, la insistencia de Bourbaki de mantener siempre
una terminologia rigurosamente correcta a lo largo de toda su obra,
condujo con frecuencia a una cierta vanidad e ilegibilidad del texto.
Aspecto desmedidamente formal y abstracto, buscando siempre el
rigor extremo y la méxima generalidad, esta fue una de las
acusaciones frecuentes a los Eléments. Pero no olvidemos que la
motivacion inicial del grupo era romper con la forma de hacer los
tratados usuales de matematicas de comienzos del siglo XX.
Ademas, una rapida excursion a cualquier biblioteca de matematicas
permite observar que hay muchos libros considerablemente mas
formales que los de Bourbaki, con una densidad de simbolos por
decimetro cuadrado mucho mas elevada. En cuanto a la
generalizacion, citemos a Borel (1978):

Contrariamente a mis primeras impresiones [...] el
objetivo del tratado no era la méxima generalidad,
sino la mas eficaz para responder a las necesidades de
los usuarios potenciales en distintas areas. Los
refinamientos de teoremas que parecian sobre todo
atraer a los especialistas, sin aparentemente aumentar
sustancialmente el dominio de las aplicaciones, eran
con frecuencia descartados (BOREL, 1978, p. 376).

Tampoco hay que ocultar que la obra de Bourbaki influy6 la
forma de ensefiar matematicas, con resultados no siempre positivos,
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casi que se institucionalizé a nivel mundial el llamado paradigma
formal-mecanicista, que tanto ha sido criticado desde finales del
siglo XX e inicios del XXI. De todas formas, no se puede negar la
influencia que tuvieron los Bourbaki en la evolucion de los
contendidos de los programas de matematicas en los distintos niveles
educativos. En el caso de la ensefianza universitaria, es claro que este
objetivo estaba ya presente desde la misma creacion del grupo, y los
miembros iniciales se dedicaron intensamente a tratar de
“modernizar” la enseflanza de las matematicas en las universidades
francesas.

Por otro lado, a partir de los 1950 se produce en el mundo
una serie de grandes cambios culturales, acompafiados por un
enorme desarrollo de la ciencia y la tecnologia, junto con el acceso
masivo a la ensefianza de las nuevas generaciones. La idea de que
las matematicas, como lenguaje cientifico por excelencia, esta por
todas partes y son esenciales para la formacion y la cultura general
de cada uno. Situacion que hizo plantear la tarea de transmitir unas
matematicas universales y democraticas, sin atender a prerrequisitos
de orden cultural. La idea era no presentar el saber matematico desde
el comienzo, como un gran edificio unificado y, claramente, las
matematicas al estilo Bourbaki se adaptaban mejor a este proceso. El
movimiento de reforma de las matematicas modernas se extendio
por todo el mundo: Los cambios de programa se fueron
introduciendo en los Estados Unidos desde mediados de los afos
1950; En Suiza la reforma comenzo en 1958. En la Union Soviética
se produjo de la mano de A. Kolmogorov, en 1970. En Francia los
nuevos programas se establecieron a partir de 1969, etc. De esta
forma se extendid de manera universal.

Hacia finales de la tercera década del siglo XX se observaron
cambios profundos en muchos aspectos de la vida cultural y
cientifica, caracterizados por la busqueda de nuevos paradigmas y la
ruptura con la historia anterior. La imagen del universo soport6 un
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cambio radical con la aparicion de la Teoria de la Relatividad y la
Mecanica cuantica; La continua ruptura con el pasado y el énfasis
puesto en el estudio de las relaciones de interdependencia entre los
elementos que forman parte de una disciplina dio origen a una nueva
corriente de pensamiento que fue dominante en Occidente a
mediados del siglo XX, como ya se mencion0: El Estructuralismo.
Esta filosofia propuso encontrar la estructura oculta de los datos o
fendmenos estudiados, en lugar de dar una simple descripcién de los
mismos.

Con este panorama que pareciera fructifero al modelo de los
Bourbaki, la realidad mostré que no era asi, su declive fue pronto, se
dio a mediados de 1970; las razones fueron muchas y variadas. Por
otro lado, en esa época se produjo, permitanme decirlo de esta
manera, otra estampida en la produccion matematica, para 1979 la
clasificacion del Mathematical Reviews registraba 61 disciplinas y
3.400 subdisciplinas, una estimacion de Ulam®, citada en Davis et
al. (1982, p. 33) promediaba en més de 200.000 teoremas nuevos
anuales, los aparecidos en matematicas en la década de los 70 del
siglo  XX. Naturalmente se percibia una necesidad de
especializacion que afecté a los miembros individuales del grupo,
unido a la creciente actividad investigadora de muchos de ellos. De
esa forma el tiempo dedicado a la obra colectiva, fue cada vez menor.
Lo que si quedo a salvo fueron las Exposes de los Seminarios que se
siguen realizando en el Instituto Henri Poincaré. A lo largo de mas
de casi cuatro décadas, Bourbaki fue referencia fundamental en el
desarrollo de las matematicas del siglo XX.

9% Un Namero de Ulam es un miembro de una secuencia entera, fue concebida por el matematico polaco Stanislaw
Ulam y publicada en SIAM Review en 1964. La secuencia estandar de Ulam comienza con U;=1y U,=2, siendo los
primeros dos ndmeros de Ulam.
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EL ANALISIS NO ESTANDAR DE ROBINSON

En 1966 Robinson®’ publica su libro Non-Standar Analysis
en el que plasma y desarrolla la teoria necesaria para dar rigor a los
nameros infinitesimales e infinitos dentro del Célculo Infinitesimal.
mediante el uso de l6gica matematica de primer orden y la Teoria de
modelos desarrollé una extension del cuerpo de los nimeros reales
y que denomino transformacion = de R, lo nombrd el cuerpo de los
nameros hiperreales notados =R, en el que construyd tres nuevos
tipos de numeros: infinitesimales o hiperpequefios, infinitos o
hipergrandes y los apreciables.

Estableciéo que todo namero hiperpequefio no nulo ¢, se
. . , 1 ,
puede invertir y el resultado es el nimero w = -. Para el niUmero

&
hipergrande w se aplica que |w| < m para todo m € N. Si w es
positivo se puede calcular m < Vo < % <w—-1<w<w+1<

2w < w?. También se tiene que (w+ 1) (w—1)=w? -1, 0
(w+ 1)+ (w—1) = 2w, que no es cierto para el infinito (), dado
gue no es considerado un numero en absoluto.

e Un nimero x € *R es infinitesimal positivo o
. . 1 .

negativosivn eN, n>1,y |x| < s decir, x es

un nimero mas pequefio que cualquier nimero real

positivo, exceptuando el nimero cero que es posible

considerar como infinitesimal. También se puede

decir que x es un nimero infinitesimal si su inverso:

1 P
~esun infinito;

97 Abraham Robinson (1918- 1974) matematico aleman nacionalizado en Estados Unidos, conocido por el desarrollo
del anélisis no estandar, como un sistema matematicamente riguroso por el que los nimeros infinitesimales e
infinitos se reincorporaron a las matematicas modernas.
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e Un numero x € * R es infinito positivo o negativo si
VvV n €N, se tiene que |x| > n, es decir, X es mayor
que cualquier nimero real positivo;

e Un nimero x € * R es un namero real ordinario o
estdndar si x € R (nimeros reales), y se le llama
estdndar porque pertenece a los clasicos ndmeros
reales;

e Unndmero x € = R es apreciable si esta formado por
la suma de un ndmero real ordinario denominado
parte estandar de x con un infinitesimal positivo o
negativo, esdecirx =r+ A, conr e Ry 1= 0 (un
infinitésimo positivo o negativo).

La cuarta definicion permite visualizar en la recta geométrica
a todo real ordinario r, rodeado de todos los nimeros hiperreales que
estan proximos a él. De manera intuitiva es posible considerar a x,
como x = r + A, semejante a un “atomo”, donde a r se le puede
considerar el nucleo y al variar A con diferentes infinitesimales, se
obtienen los diferentes electrones del atomo. Dicho esto,
considerando a & un infinitesimal cualquiera y a w un infinito
cualquiera, graficamente es posible visualizar los numeros
hiperreales en la recta conforme la Figura 34.

Figura 34 - Ubicacion de nameros hiperreales

—w 0 w w 2w VT w 3w

=5¢ =4g =3g -2g -E 0 £ 2e 3e 13 Se 2w+1-2€ 2aw+1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I ! I
1 t T t t 1 1 t t T t t

1
Zw+1-E Zw+1+E

Fuente: Adaptacion tomada de Wikipedia enciclopedia libre.
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En la dltima fila de color purpura se pueden ver los
infinitesimales (---,—¢,—2¢,¢,3¢,-:+) que gravitan como los
electrones entorno al ndcleo r = 0; de forma analoga es posible
utilizar, por ejemplo, al infinito 2w + 1 de manera que los nimeros
hiperreales como 2w+ 1—2¢, 20+ 1— Z, 0 2w+ 1+ 2¢,...

estan cercanos a él y gravitan entorno a €l como los electrones
respecto al nucleo de un atomo. En el caso de cualquier niUmero
apreciable x = r + A, basta cambiar el nimero real ordinario r #
0 en lafilarosa por cualquier namero real r # 0 , por ejemplo: r=1,
r= 1,23456, r= 50.89, para obtener los diferentes numeros
apreciables r,r + Z,r + &, 7 + /€ que gravitan entorno al nimero r
(ndcleo). Se logra fundamentados en un infinitesimal concreto,
ejemplo ¢ y sus diversificaciones +¢, +2¢, 7 + +/e.

Si se elige otro infinitesimal £* se encuentran otros nimeros
apreciables distintos, dado que al considerar la definicion de numero
apreciable x = r + 4, dado un r (nimero real ordinario) concreto, se
logra hacer variar A con diferentes infinitesimales, la definicion de
namero apreciable permite modificar, la manera en cémo se calculan
los limites: al evaluar un limite siguiendo el método leibniziano, se
obtiene una contradiccion al asignar a dx el valor cero, al suponer la

., . . d .
hipotesis dx # 0. Al evaluar la derlvadasﬁ para la funcion y(x) =
x3 Robinson induce de igual forma que Leibniz hasta llegar al
nimero apreciable 3x2? + 3x dx + (dx)?. Para Robinson la
. d . .
derivada é no es igual al resultado expuesto. Robinson crea una
I6gica matematica para ejecutar una extension del cuerpo de los R a
un ente nuevo, los nimeros hiperreales (* R), incluyé un nuevo
predicado “St( . )” para representar lo que consider6 “estandar” por
lo que del nimero apreciable 3x? + 3x dx + (dx)?, opta por tomar

solo la parte estandar 3x2, de esta forma evita el que se produzcan
contradicciones de considerar al infinitesimal dx = 0y dx # 0, de
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acuerdo al tipo de célculo que se ejecute. De esta forma % para la
funcion y(x) = x3 es 3x2 igual que el resultado de Leibniz, pero
considera la parte estandar del ndmero apreciable Z—Z = St(3x% +
3x dx + (dx)?) = 3x? dado que 3x dx + (dx)? son infinitésimos.

En términos generales es posible afirmar que al momento de
evaluar limites dentro del analisis no estandar, del nimero logrado
por manejo algebraico optamos por su parte estandar si es un numero
apreciable, si el nimero resultante es un infinitesimal ¢ la solucién
sera cero, dado que es posible considerar € como un numero
apreciable 0 + &, cuya parte estandar es cero. Si el niUmero resultante
es infinito entonces infinito positivo o negativo seran la solucion.

Se deben distinguir los infinitos hiperreales w de Robinson
de la teoria de los nimeros transfinitos de Cantor. Mientras que el
Analisis Estandar trabaja con reales, Cantor desarrollo su teoria
desde los nimeros naturales. Aleph-cero, ¥, no es el cardinal, el
tamano, del conjunto de los nimeros naturales, pero si es un cardinal
transfinito, mayor que cualquier nimero natural pero es el nimero
transfinito méas pequefio en la teoria desarrollada por Cantor. Cantor
solo se interesé en los numeros naturales y fue construyendo sus
sucesivos Alephs: 8, < X; < X, < --- considerando la hipétesis del
continuo que Card (P(N))® = Card (R) = 2% =R, pero

. Ro . . , .
considerar - 078, no tiene sentido en su teoria, dado que involucra
producto por nimeros reales distintos de los naturales.

Es posible concebir los ndmeros hiperreales como un
conjunto infinito y estratificado de copias de un conjunto de numeros
hiperreales limitados I. = lim(* R). Es de advertir que este conjunto
contiene a todos los nimeros reales ordinarios R c L, ademas de
sus respectivos halos 0 ménadas. El halo o ménada de un nimero
real X es un conjunto de numeros hiperreales infinitesimalmente
cercanos a x2.
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monad(x) = {y € R*:x — y es infinitesimal }

la nocion de infinitesimal puede definirse rigurosamente en el
lenguaje de la teoria de los numeros reales extendidas con el
predicado estandar. De hecho, todos los nameros infinitesimales
resultan ser todos los nimeros hiperreales no nulos que configuran
la monada del numero real 0:

€ es un infinitesimal < &€ € monad(0)

el conjunto de los numeros reales junto con sus ménadas satisface la
relacion:

R c Uyermonad(x) < L.

Para cualquier nimero infinitesimal definase el nimero hiperreal no
.. 1 .
limitado h, = -~ & Runa “copia trasladada” de L:

1
]Lh:={xE]R /EIyE]R:x=y+E}

finalmente, el conjunto de los hiperreales puede concebirse como el
conjunto reunion de todas las copias trasladadas con la anterior:

*R=(UcLp, )UR

Existe otra opcién ofrecida por la l6gica matematica donde
los numeros reales convencionales son una realizacion posible de la
conocida teoria de primer orden de los nimeros reales. Esta teoria
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consiste en un conjunto de axiomas expresables en lenguaje formal
de primer orden. Esto es, los nimeros reales usados para resolucion
de problemas propios del andlisis matematico satisfacen dichos
axiomas, todos los teoremas l6gicamente deducibles y a partir de
dichos teoremas mediante reglas de deduccion propias del lenguaje
formal. Si se modificaran los axiomas o se introdujera algin simbolo
nuevo en el alfabeto basico del lenguaje formal original, se puede
obtener un modelo que incluya numeros con las propiedades
tradicionalmente atribuibles a los numeros infinitesimales. Situacién
que permite construir los ndmeros hiperreales manipulando
unicamente el lenguaje 16gico-formal que sirve de fundamento para
esa construccion, esto es, los axiomas que el modelo buscado debe
satisfacer. Es posible alcanzarlo a partir de una formalizacion
axiomatica de la teoria de conjuntos numeéricos; algo similar a la
expuesta por los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Desde esta teoria fue
posible usar el teorema de compacidad de la I6gica de primer orden
para alcanzar un modelo con las propiedades deseadas. Ese modelo
permitio afiadir a los antiguos axiomas, otros nuevos para que la
teoria fuera consistente con la anterior. En otras palabras, lo que
Robinson inventd fue un nuevo predicado unario estandar. Visto
desde el sentido de la teoria de modelos, el conjunto de los
hiperreales también compone un modelo si se consideran los
axiomas de la teoria de primer orden que precisa axiomaticamente
los numeros reales. Pero es de aclarar que esa teoria no es
l6gicamente completa por lo que admite diversos modelos no
isomorfos.

372



REFERENCIAS







DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

REFERENCIAS

ABEL, N. “Oplosning af et Par Opgaver ved Hjelp af bestemte
Integraler. Magazin for Naturvidenskaberne, vol. 2, 1823.

ABEL, N. “Recherches sur les fonctions elliptiques”. Journal Fur
Die Reine Und Angewandte Mathematik. vol. 2, n. 101, 1827.

ABEL, N. Mémoire sur les équations algébriques ou on
démontre l'impossibilité de la résolution de I’équation générale
du cinquieme dégré. Christiania: Groendahl, 1824.

ALEKSANDROV, A. et al. La Matematica, su contenido, método
y significado. Madrid: Alianza Editorial, 1973.

ANDERSEN, K. “Cavalieri’s Method of Indivisibles”. Archive for
History of Exact Sciences, vol. 31, n. 4, 1985.

ASHBAUGH, M. et al. “International Conference on the
Isoperimetric Problem of Queen Dido and its Mathematical
Ramifications”. In: BLISS, G. A.; GRAVES, L. M. (eds.)
Contributions to the Calculus of Variations, 1931-1932. Chicago:
University of Chicago Press, 2010.

BANACH, S.; STEINHAUS, H. “Sur la convergence en moyenne
de séries de Fourier”. ICM.edu [1918]. Disponible en:
<www.icm.edu.pl>. Acesso em: 25/08/2023.

BEAULIEU, L. “A Parisian café and ten proto-Bourbaki meetings
(1934-1935)”. The Mathematical Intelligencer, vol. 15, n. 1, 1993.

3735



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

BERGADA, D. La matematica renacentista: Historia de la
Ciencia. Barcelona: Editora Planeta, 1979.

BERGGREN, J. “Napolitani, P. Method and statics in Valerio: With
editions of two early works (Italian)”. Bollettino di Storia delle
Scienze Matematiche, vol. 2, n. 1, 1982.

BERNOULLLI, J. “Remarques sur ce qu’on a donné jusqu’ici des
solutions des problémes sur les isopérimétres”. In: ANNEE, M.
Mémoires de ’Académie Royale des Sciences. Paris: I'lmprimerie
Royale, 1718.

BLASJO, V. “The isoperimetric problem”. The American
Mathematical Monthly, vol. 112, 2005.

BOBADILLA, M. Desarrollo conceptual de la integral y la
medida: un transito entre lo geométrico y lo analitico (Tesis
Doctoral en Educacion). Bogota: Universidad del Valle, 2012.

BOREL, A. “Twenty-five years with Nicolas Bourbaki, 1949-1973”.
Notices of the A.M.S., vol. 45, n. 3, 1978.

BOS, H. Redefining Geometrical Exactness: Descartes’
Transformation of the Early Modern Concept of Construction. New
York: Springer, 2001.

BOUCHARLAT, J. Elements de Calcul Differentiel et de Calcul
Integral. Barcelona: Editora Llibres del Senderi, 1858.

BOURBAKI, N. “Foundations of Mathematics for the working
mathematician”. Journal of Symbolic Logic, vol. 14, 1948.

BOURBAKI, N. “The Architecture of Mathematics”. The
American Mathematical Monthly, vol. 57, 1950.

376



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

BOYER, C. Historia de las Matematicas. Madrid: Alianza
Universidad Textos, 1986.

BOYER, C. History of the Calculus and its conceptual
development. Dover: Dover Publications, 1949.

BOYER, C. Los matematicos de la Revolucién Francesa: Historia
de la matematica. Madrid: Alianza Editorial, 2010.

BUSS, R. El uso de Newton de la regla de Hudde en su Desarrollo
del célculo (Tesis Doctoral). Madri: Universidad de Saint Louis,
1979.

CAJORI, F. A History of the Conceptions of Limits and Fluxions
in Great Britain from Newton to Woodhouse. London: Court
Publishing Company, 19109.

CALINGER, R. A Contextual History of Mathematics.
Washington: Pearson College Div, 1996.

CARLESON, L. “Convergence and growth of partial sums of
Fourier series”. Acta Mathematica, vol. 116, 1966.

CARNOT, L. Réflexions sur la Métaphysique du calcul
infinitésimal. Paris: Courcier, 1813.

CARTWRIGHT, M. “Manuscripts of Hardy, Littlewood, Marcel
Riesz and Titchmarsh”. Bulletin of the London Mathematical
Society, vol. 14, 1982,

CASCALES, B. et al. Analisis funcional 1. Murcia: Ediciones
Electolibris, 2018.

377



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

CAUCHY, L. Cours D’Analyse. I partie: Analyse Algébrique.
Paris: L imprimerie Royale, 1821.

CLAIRAUT, A. “Solution de plusieurs Problémes ou il s’agit de
trouver des Courbes dont la propriété consiste dans une certaine
relation entre leurs branches, exprimée par une équation donnée”. In:
ANNEE, M. Histoire de I'Académie royale des sciences. Paris:
Publication Details, 1734.

CLAUDE-ALPHONSE, V. La vie et les travaux du baron
Cauchy: membre de l'académie des sciences. Paris: Gauthier-
Villars, 1868.

CLIFFORD, A. “Rational Fluid Mechanics, 1687-1765”. In:
EULER, L. The Rational Mechanics of Flexible or Elastic Bodies
1638-1788. Zurich: Springer, 1960.

COHEN, 1. “The Case of the Missing Author: The Title Page of
Newton’s Opticks, with Notes on the Title Page of Huygens’s Traité
de la lumiere”. In. BUCHWALD, J.; COHEN, I. (eds.). Isaac
Newton’s Natural Philosophy. Cambridge: Mit Press, 1704.

COLLETE, J. Historia de las matematicas. Madri: Siglo XXI,
1993.

CORMEN, T. et al. Introduction to algorithms. Boston: Third
Edition, 2009.

D'ALEMBERT, J. Mélanges de littérature, d'histoire, et de
philosophie. Amsterdam: Nabu Press, 1767.

DAVIS, P. et al. Experiencia Matematica. Barcelona: MEC y
Labor, 1982.

378


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb32786820s/date

DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

DEDEKIND, R. “Ueber die Begrundung der Idealtheorie.
Nachrichten aus der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften”.
Mathematisch-Physikalische Klasse, vol. 2, 1901.

DESCARTES, R. Geometria a Renato des Cartes. Amsterdam:
Nabu Press, 1659.

DESCARTES, R. La Géométrie. Paris: Félix Alcan, 1637.

DIEUDONNE, J. “History of Functional Analysis”. Mathematics
Studies, vol. 49. 1978a.

DIEUDONNE, J. Abrégé d histoire des mathématiques 1700-
1900 I y Il. Haarlem: Hermann, 1978b.

ENGELSMAN, S. Families of Curves and the Origins of Partial
Differentiation. Amsterdam: Elsevier, 1984.

EULER, L. “De integratione aequationis differentialis”. Acta
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 6, 1753.

EULER, L. “Variae observationes circa series infinitas”. Acta
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 9, 1744.

FARFAN, R.; GARCIA, M. “El Concepto de Funcion: Un Breve
Recorrido  Epistemologico”.  Acta  Latinoamericana de
Matematica Educativa, vol. 18, 2006.

FERMAT, P. Lettre a Marin Mersenne. Paris: Angot, 1643.

FOURIER, J. Théorie analytique de la chaleur. Paris: Jaques
Gabay Editions, 1989.

379



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

FRASER, C. “D’Alembert’s Principle: The Original Formulation
and Application in Jean d’Alembert’s Traité de dynamique (1743)”.
Centaurus, vol. 28, 1991.

FRASER, C. “The Calculus as Algebraic Analysis: Some
Observations on Mathematical Analysis in the 18th Centur”.
Archive for the History of the Exact Sciences, vol. 39, n. 4, 1989.

FREUDENTHAL, H. Didactical phenomenology of mathematical
structures. Amsterdam: Riedel, 1983.

GOURSAT, E. Cours d’analyse Mathématique, Gauthier
Villars. Paris: Imprimeur Libraire, 1905.

GRATTAN-GUINNESS, I. “The Varieties of Mechanics by 1800”.
Historia Mathematica, vol. 17, 1990.

GRATTAN-GUINNESS, I. Companion Encyclopedia of the
History and Philosophy of the Mathematical Sciences. Baltimore:
Johns Hopkins University Press, 1997.

GUICCIARDINI, N. “La época del punto: el legado matematico de
newton en el siglo XVIII. Universidad de Siena”. Estudios de
Filosofia, vol. 35, 2006.

HALL, R. Correcting the Principia. Madrid: Osiris, 1958.

HALL, R. Philosophers at War: The Quarrel between Newton and
Leibniz. Cambridge: Cambridge University Press, 1980.

HANKEL, H. “Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillirenden
und unstetigen Functionen”. Mathematische Annalen, vol. 20,
1870.

380



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

HERNANDEZ, C. Galilei: Dialogo sobre los dos sistemas maximos.
Buenos Aires: Aguilar, 1975.

HURWITZ, A. “Demonstration of the inequality isoperimetric.
University of Konigsberg”. Acta Mathematica, and the
“Nachrichten” of the Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, n. 123, 1901.

JANSANA, R. Una introduccion a la légica modal. Madrid:
Tecnos, 1990.

KAHANE, J.; LEMARIE-RIEUSSET, P. Fourier Series and
Wavelets. London: Gordon and Berach, 1995.

KIM, T. “Some identities on the g-Euler polynomials of higher order
and g-Stirling numbers by the fermionic p-adic integral on Zp”.
Russian Journal of Mathematical Physics, vol. 16, n. 4, 2009.

KLEIN, J. Greek Mathemalical Thought and the Origin of
Algebra. New York: Dover Publications, 1968.

KOLMOGOROV, A. “Sur les fonctions harmoniques conjuguées et
les séries de Fourier”. Fundamenta Mathematicae, vol. 7, 1925.

KOLMOGOROQV, A. “Une contribution a I’étude de la convergence
des séries de Fourier”. Fundamenta Mathematicae, vol. 5, 1924.

KUHN, T. “Mathematical versus Experimental Traditions in the
Development of Physical Science”. In: KUHN, T. The Essential
Tension: Selected Readings in Scientific Tradition and Change.
Chicago: University of Chicago Press, 1977.

LAGRANGE, J. Miscellanea Berolinensia. Berlin: JC Papenius,
1749.

381



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

LAKATOS, I. La Metodologia de los Programas de
Investigacion. Madrid: Alianza Editorial, 1978.

LEBESGUE, H. “Sur une définition due a M. Borel (lettre a M. le
Directeur des Annales Scientifiques de [I'Ecole Normale
Supérieure) ”. Annales scientifiques de I’E.N.S., vol. 37, 1920.

LEBESGUE, H. “Sur une Genéralisation de L intégrale Définie”.
Comptes Rendus de I"’Académie des Sciences, vol. 132, 1901.

LEBESGUE, H. Lecons sur l'integration et la recherche des
fonctions primitives. Paris: Gauthier-Villars, 1904.

LESSA, P. Teoremas ergddicos en espacios hiperbolicos.
Montevideo: Universidad de la Republica, 2009.

LOPEZ, M. Al Rededor de la Hipétesis de Riemann. Madrid:
Academia Valverde, 2012.

MACLAURIN, C. A Treatise of Fluxions, in Two Books.
Edimburgo: T.W. and T. Ruddimans, 1801.

MANDELBROTE, S. “Newton and Eighteenth-Century
Christianity”. In. COHEN I. B.; SMITH, G. E. (eds.). The
Cambridge Companion to Newton. Cambridge: Cambridge
University Press, 2002.

MATEUS-NIEVES, E. “Trigonometry vs. Trigonometric
Integration”. Acta Scientiae, vol. 25, n. 3, 2023.

MATEUS-NIEVES, E. “Epistemologia de la derivada como
fundamento del célculo diferencial”. Voces y Silencios: Revista
Latinoamericana de Educacion, vol. 2, 2011.

382


https://scholar.google.com/citations?view_op=view_citation&hl=es&user=PYlnVK4AAAAJ&citation_for_view=PYlnVK4AAAAJ:u5HHmVD_uO8C
https://www.researchgate.net/publication/371133940_Trigonometry_vs_Trigonometric_Integration?_sg%5B0%5D=68zd5JFZcZ-3o3HMliCgcU380TPwkg2aXMlBF77CDJvOfBsVfBTH7WGzIIys5_wmcWdBlxKwT9QZW49ghsmcsrXhSHcNwb7nzAWrTj7T.AOm9lUsGhljNNk_bg44j8LuOprqKeAPLCCzIzslF3ENzVR2zGlwdhVVdhulYvhsbSev9V9VqkrMWgz-cry-oZQ
https://www.researchgate.net/publication/371133940_Trigonometry_vs_Trigonometric_Integration?_sg%5B0%5D=68zd5JFZcZ-3o3HMliCgcU380TPwkg2aXMlBF77CDJvOfBsVfBTH7WGzIIys5_wmcWdBlxKwT9QZW49ghsmcsrXhSHcNwb7nzAWrTj7T.AOm9lUsGhljNNk_bg44j8LuOprqKeAPLCCzIzslF3ENzVR2zGlwdhVVdhulYvhsbSev9V9VqkrMWgz-cry-oZQ

DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

MATEUS-NIEVES, E. “Epistemologia de la Integral como
Fundamento del Calculo Integral”. Bolema, vol. 35, n. 71, 2022a.

MATEUS-NIEVES, E. “Evolucién historico-epistemoldgica del
concepto de integral“. Anales del Quinta Escuela Nacional de
Historia y Educacion Matematica. Bogota: University of
Colombia, 2015.

MATEUS-NIEVES, E. “Four weaknesses found in higher education
students learning improper integrals”. Conference Mathematics
Education. Bogota: University of Colombia, 2021a.

MATEUS-NIEVES, E. “Lema de deformaciéon de curvas para
funciones de variable compleja”. Conference: Mathematics
Education. Bogota: University of Colombia, 2021b.

MATEUS-NIEVES, E. “Modelizacion del grupo fundamental de un
nudo como estrategia para establecer la estructura de una superficie”.
Bolema, vol. 36, n. 73, 2022b.

MATEUS-NIEVES, E. Analisis Didactico a un Proceso de
Instruccién del MIP (Tesis Doctorado en Educacion con Enfasis en
Educacion Matematica). Bogota: Universidad Distrital, 2018.

MATEUS-NIEVES, E.; FONT, V. “Epistemic complexity of the
mathematical object integral”. Mathematics, vol. 9, 2021.

MATEUS-NIEVES, E.; HERNANDEZ, W. “Modelling Improper
Integrals, a Case Study“. Acta Scientiae, vol. 24, n. 5, 2022.

MITCHELL, D. Introduccion a la légica. Barcelona: Labor S. A.,
1968.

383


https://docs.google.com/a/correounivalle.edu.co/viewer?a=v&pid=sites&srcid=Y29ycmVvdW5pdmFsbGUuZWR1LmNvfGVzY3VlbGEtbmFjaW9uYWwtZGUtaGlzdG9yaWEteS1lZHVjYWNpb24tbWF0ZW1hdGljYXxneDo3ODFiODdlYjdiOGRjOTM1
https://docs.google.com/a/correounivalle.edu.co/viewer?a=v&pid=sites&srcid=Y29ycmVvdW5pdmFsbGUuZWR1LmNvfGVzY3VlbGEtbmFjaW9uYWwtZGUtaGlzdG9yaWEteS1lZHVjYWNpb24tbWF0ZW1hdGljYXxneDo3ODFiODdlYjdiOGRjOTM1
https://www.researchgate.net/publication/344476270_Analisis_Didactico_a_un_Proceso_de_Instruccion_del_MIP_Bolema_v_30_n_50_559-585?_sg%5B0%5D=Smge30kZ4j3tWKLjwa32gSHGW6R6m21C0fU5EiHbeMfjBugoxqcg2DqFrKO8Jp7kjfQbkf9lE_LZrxMZr60kGtZXTBWf1Sc9mB7eQCq8.yQUEqiLYNasIU6_-x4Ok99I_OdrrlMRls9UlIqDam3Q6Z7RRs3Oba-Ywg2dZoRPKcVck02zrgZmLB4EaGMbrKA
https://www.researchgate.net/publication/344476270_Analisis_Didactico_a_un_Proceso_de_Instruccion_del_MIP_Bolema_v_30_n_50_559-585?_sg%5B0%5D=Smge30kZ4j3tWKLjwa32gSHGW6R6m21C0fU5EiHbeMfjBugoxqcg2DqFrKO8Jp7kjfQbkf9lE_LZrxMZr60kGtZXTBWf1Sc9mB7eQCq8.yQUEqiLYNasIU6_-x4Ok99I_OdrrlMRls9UlIqDam3Q6Z7RRs3Oba-Ywg2dZoRPKcVck02zrgZmLB4EaGMbrKA
https://www.researchgate.net/publication/364757954_Modelling_Improper_Integrals_a_Case_Study?_sg%5B0%5D=68zd5JFZcZ-3o3HMliCgcU380TPwkg2aXMlBF77CDJvOfBsVfBTH7WGzIIys5_wmcWdBlxKwT9QZW49ghsmcsrXhSHcNwb7nzAWrTj7T.AOm9lUsGhljNNk_bg44j8LuOprqKeAPLCCzIzslF3ENzVR2zGlwdhVVdhulYvhsbSev9V9VqkrMWgz-cry-oZQ
https://www.researchgate.net/publication/364757954_Modelling_Improper_Integrals_a_Case_Study?_sg%5B0%5D=68zd5JFZcZ-3o3HMliCgcU380TPwkg2aXMlBF77CDJvOfBsVfBTH7WGzIIys5_wmcWdBlxKwT9QZW49ghsmcsrXhSHcNwb7nzAWrTj7T.AOm9lUsGhljNNk_bg44j8LuOprqKeAPLCCzIzslF3ENzVR2zGlwdhVVdhulYvhsbSev9V9VqkrMWgz-cry-oZQ

DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

MUNOZ, J; REGUERA, |. Diario filosofico Ludwig
Wittgenstein. Barcelona: Editora Planeta-Agostini, 1986.

MURDOCH, P. Neutoni genesis curvarum per umbras, seu
perspectivae universalis elementa. London: Kessinger Publishing,
1746.

NEWMAN, J. Sigma: El mundo de las matematicas. Barcelona:
Editora Grijalbo, 1994.

NEWTON, 1. Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac
differentias: cum enumeratione linearum tertii ordinis. London:
Kessinger Publishing, 1711.

NEWTON, 1. Opticks or, a Treatise of the Reflexions,
Refractions, Inflexions and Colours of Light: Also, two Treatises
of the Species and Magnitude of Curvilinear Figures. London:
Kessinger Publishing, 1704.

PIER, J. Histoire de Dintégration- Vingt-cing siécles de
Mathématiques. Paris: Masson, 1996.

PLANCHEREL, M. “Le d"développement de la théorie des séries
trigonométriques dans le dernier quart de siécle”. L'Enseignement
Mathématique, vol. 24, 1924,

PLAYFAIR, J. “Traité de Mechanique Celeste”. The Edinburgh
Review, vol. 22, 1808.

PORTER, T. “A history of the classical isoperimetric problem”. In:
BLISS, G. A.; GRAVES, L. M. (eds.) Contributions to the
Calculus of Variations, 1931-1932. Chicago: University of
Chicago Press, 1993.

384



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

RESNIK, M. “Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and
Reference”. Nous, vol. 15, 1981.

RIBNIKOV, K. Historia de la Matematica. Moscu; MIR, 1987.

ROSENY, M. et al. “Abel and Equations of the Fifth Degree”.
American Mathematical Monthly, vol. 102, 1995.

RUDIN, W. Principios de analisis. Madrid: Ediciones del Castillo,
1966.

RUSSELL, B. Los metafisicos y las matematicas. Barcelona:
Editora Grijalbo, 1915.

SCHAFFER. S. “Newtonianismo”. In: OLBY, R. C. et al. (eds.).
Companion to the History of Modern Science. London: Elsevier,
1990.

SEALEY, V. “Definite integrals, Riemann sums, and area under a
curve: what is necessary and sufficient?”” Proceedings of the 28th
Annual Meeting of the North American Chapter of the
International Group for the Psychology of Mathematics
Education. Mérida: Universidad Pedagdgica Nacional, 2006.

SHAPIRO, S. “Mathematics and Reality”. Philosophy of Science,
vol. 50, 1983.

SOLAECHE, M. “La controversia L’Hopital-Bernoulli”.
Divulgaciones Matematicas, vol. 1, n. 1, 1993.

SPIVAK, M. Calculo infinitesimal. Ciudad de México: Reverté S.
A., 1981.

3835



DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

STEVIN, S. L’arithmétique et la Pratique d'Arithmétiquement
Les. Leyden: Girard, 1585.

TALL, D.; KATZ, M. “A cognitive analysis of Cauchy’s
conceptions of function, continuity, limit, and infinitesimal, with
implications for teaching the calculus”. Educational Studies in
Mathematics, vol. 86, n. 1, 2014.

THOMSON, W. “Isoperimetric problems”. In: KELVIN, W. T.
Popular lectures and addresses: Contituition of matter. London:
Macmillanand, 1984.

VON KOWALEVSKY, S. “Zur Theorie der partiellen
Differentialgleichung”. Journal Fir Die Reine und Angewandte
Mathematik, vol. 80, 1875.

WALLLIS, J. A Treatise of Algebra: both Historical and Practical.
London: Royal Socyety, 1685.

WEIL, A. Memorias de aprendizaje. Madrid: Nivola, 1991.

WEISSTEIN, E. “Fundamental Theorems of Calculus”.
MathWorld - A  Wolfram [1999]. Disponible en:
<www.mathworld.wolfram.com>. Acesso em: 24/08/2023.

WUBING, H. Lecciones de Historia de las Matematicas. Madrid:
Editora Siglo XXI, 1979.

WUSSING, H. Lecciones de historia de las matematicas. Madrid:
Editora Siglo XXI, 1998.

ZYGMUND, A. Lecture notes in mathématiques: Integrales
singuliéres de 1900. New York: Springer, 1971.

386


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PPN=PPN243919689_0080&DMDID=DMDLOG_0005
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PPN=PPN243919689_0080&DMDID=DMDLOG_0005
http://books.google.es/books?id=IG3_b5Xm8PMC&lpg=PA141&dq=Kepler%20barril&pg=PA142#v=onepage&q&f=false

SOBRE EL AUTOR







DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

SOBRE EL AUTOR

Prof. Dr. Enrique Mateus-Nieves

Estudios de postdoctorado en Educacion Matematica, Universidad
de Barcelona. PhD en Educacion-Matematica, Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, Bogota, Colombia. Docente universitario
en posgrado a nivel maestria y doctorado, docente investigador y
conferencista universitario. Entre las universidades colombianas
donde he aportado estan: Universidad Distrital Francisco José de
Caldas. Universidad Pedagogica Nacional. Escuela de Matematicas
de la Universidad Sergio Arboleda. Universidad del Atlantico.
Universidad Externado de Colombia. Universidad de los Andes.
Universidad Sur Colombiana. Universidad Colegios de Colombia
UNICOC, entre otras. A nivel internacional Universidad de Panama
y Universidad de Barcelona.

E-mail para contacto: jemanl24@gmail.com



mailto:jeman124@gmail.com



mailto:joaocarvalhorr@hotmail.com

REGLAMENTO DE PUBLICACION

[coile,



mailto:tassio.bezerra@ufms.br




DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

REGLAMENTO DE PUBLICACION

La editorial IOLE recibe propuestas de libros o colecciones
de autor para publicacion en un flujo continuo en cualquier época del
afio. El periodo para la revision por pares de los manuscritos es de 7
dias. El plazo de publicacion es de 60 dias después de la presentacion
del manuscrito.

El texto presentado para evaluacion debe tener una extension
minima de 50 paginas. El texto debe estar a espacio simple, Times
New Roman y tamafo de fuente 12. Todo el texto debe seguir las
normas ABNT.

No se deben incluir en el libro elementos pretextuales como
dedicatoria y agradecimiento. Los elementos posttextuales como la
biografia del autor de hasta 10 lineas y las referencias bibliograficas
son obligatorios. Las imagenes y figuras deben presentarse dentro
del cuerpo del texto.

El envio del texto debe realizarse en un solo archivo mediante
un archivo de documento Word en linea. El autor/organizador debe
enviar el manuscrito directamente a traves del sistema editorial
IOLE: http://ioles.com.br/editora

Copyright © Editora IOLE
2023


http://ioles.com.br/editora

DEL CALCULO INFINITESIMAL A LAS MATEMATICAS MODERNAS

CONTACTO

EDITORA IOLE

Caixa Postal 253. Praca do Centro Civico
Boa Vista, RR - Brasil
CEP: 69.301-970

@ http://ioles.com.br/editora
©  + 55 (95) 981235533

eloisenhoras@gmail.com

Copyright © Editora IOLE
2023


http://ioles.com.br/editora
mailto:eloisenhoras@gmail.com




	Federal University of Roraima, Brazil
	From the SelectedWorks of Elói Martins Senhoras
	October 20, 2023

	Del Cálculo Infinitesimal a las Matemáticas Modernas
	tmpSIw1pn.pdf

